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Vorwort. 



Vorliegendes Werk ist aus Vorlesungen hervorgegangen, 
die ich im letzten Wintersemester an der Universität Genua 
gehalten habe; es ist kein Handbuch und soll auch nicht die 
Ansprüche eines solchen erheben« 

Einige wertvolle und beachtungswtirdige Arbeiten blieben 
bei den Vorlesungen aus Mangel an Zeit, und bei der Redaktion 
des Werkes aus Mangel an Raum unberücksichtigt; mehrere 
andere Untersuchungen wurden jedoch aus bestimmten Gründen 
unerwähnt gelassen. 

Besonders habe ich mich auf physikalisch gut definierte 
Vorstellungen beschränken wollen bezw. habe ich alles weg- 
gelassen, was nicht als die Beschreibung eines ausführbaren 
Modells gelten kann. Eine theoretische Darstellung, welche 
sich um die Eigenschaften, oder sogar um die Möglichkeit 
ihres Modells nicht kümmert, ist ja für uns Physiker keine 
Theorie, sondern eher ein Unding. 

Das ganze Buch ist in zwanzig Vorlesungen eingeteilt, und 
zerfällt, dem Inhalt nach, in vier Abschnitte. 

In einem einleitenden Abschnitte (I. bis IV. Vorl.) sind 
die Haupterscheinungen der Spektroskopie, insofern sie bis 
jetzt der Theorie zugänglich waren, knapp geschildert; dann 
folgt die Beschreibung einiger elektrischer und elektrooptischer 
Phänomene, welche als Bilder fllr gewisse Ergebnisse der 
Spektralanalyse zu betrachten sind; am Schlüsse werden noch 
einige mathematische Hilfssätze angeführt. 

Im zweiten Teile (V. bis VII. Vorl.) linden ebenfalls, aus 
historischen Rücksichten, Cauchys Theorie der Lichtzerstreuung 
und V. Helmholt z' Theorie der anomalen Dispersion ^ine 



VI Vorwort. 

knappe Behandlung. Als Anhang hierzu habe ich außerdem 
einige Untersuchungen von Dr. A. Filippini (in Genuaj an- 
gegeben, aus denen die Möglichkeit sich ergibt, mechanische 
Bilder für die Moleküle zusammengesetzter Körper herzustellen. 

Im dritten und vierten Abschnitte (VIII. bis XX. Vorl.) 
werden dann die elektrischen Theorien der Spektralanalyse 
behandelt, die auch den eigentlichen Kern des ganzen Werkes 
bilden. 

Die Moleküle sind hier als Systeme elektrischer Leiter, 
resp. als Systeme elektrisierter in Bewegung begriffener Teil- 
chen betrachtet Dem physikalischen Charakter der Kräfte 
entsprechend, welche, in jedem Falle, die überwiegende Wir- 
kung ausüben, möchte ich die erste Theorie als eine elektro- 
magnetische, die zweite als eine elektrostatische be- 
zeichnen. 

Bei der Redaktion des vorliegenden Werkes haben einige 
Schüler von mir mitgewirkt. Dr. P. Zonta (in Genua) hat 
einzelne Teile redigiert, bezw. gewisse Rechnungen weiter aus- 
geführt, als es bei den Vorlesungen geschehen war; Dr. L. 
Puccianti (in Florenz) hat mir in gütigster Weise photo- 
graphische Aufnahmen der Brechungskurven zur Verfügung 
gestellt, während stud. phil. D. Pronsato (aus Bahia Bianca) 
die Herstellung der Figuren besorgte. Allen diesen Herren, 
sowie in ganz besonderer Weise Herrn Dr. M. Seddig (in 
Marburg), der das Manuskript durchzulesen die Güte hatte, 
und Herrn Dr. L. Giuganino (in Genua), der mir bei der 
Korrektur mit großem Fleiße beigestanden, spreche ich hier 
meinen besten Dank aus. 

Der geehrten Verlagsfirma bin ich ebenfalls, für die sorg- 
fältige Ausstattung des Buches sehr zu Dank verpflichtet. 

Genua, Physikal. Institut der K. Universität, Ostern 1905. 

A. ttarbasso. 
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Erster Abschnitt 

Einleitung. 

Erste Vorlesung. 

Die Haupterscheinungen der Spektroskopie. 

§ 1 — 2. Normale und anomale Dispersion. — § 3. Linienserien von Kays er 
nnd Runge. — § 4. Strahlungsverteilung im elektrischen Lichtbogen. — 
$$ 5. Lockyers lange und kiirze Linien. — § 6. Einfluß des magnetischen 
Feldes auf Gasspektren. — §7. Spektren der Sonnenprotuberanzen. — 
§ 8. Spektren zusammengesetzter Körper. — § 9. Schillerfarben. — § 10. 
Spektren isomerer Verbindungen. — §. 11. Das Zeem ansehe Phänomen. — 

§ !• Tritt ein weißer Lichtstrahl durch ein farbloses, durch- 
sichtiges Prisma hindurch, so wird er bekanntlich abgelenkt 
und zerstreut; dabei nimmt die Ablenkung mit abnehmender 
Wellenlänge zu. Wir sagen es handle sich in diesem Falle 
um eine normale Dispersion. 

Die normale Dispersion für nicht allzuweit ausgedehnte 
Spektralgebiete wird nun mit genügender Annäherung durch 
die Cauchysche Formel dargestellt, welche lautet: 

Hierin bedeutet iVden Brechungskoeffizienten, A die Wellen- 
länge; Ä und B endlich sind experimentell zu bestimmende 
Konstanten. Als Beispiel für die Genauigkeit, welche durch 
eine solche Darstellung zu erreichen ist, fuhren wir einige 
Zahlenangaben an, die für Flintglas erhalten wurden. 

Garbasso, Spektroskopie. 1 



Erste Vorlesung. 



Strahlen 


Wellenlängen ^) 


N 
beobachtet berechnet 


B 


6 871 


1,612 68 


1,612 68 


Ö 


6 565 


1,614 43 


1,614 52 


D 


6 893") 


1,619 29 


1,619 65 


E 


5 270 


1,625 69 


1,626 28 


F 


4 861 


1,631 48 


1,632 00 





4 304 


1,642 69 


1,642 69 


H 


3 955 


1,652 68 


1,651 76 



Sehr ausgedehnte Reihen Yon Messungen kann man übrigens 
durch die kompUziertere Eettelersche Formel 

C . D 



N= ^AA^ + £ + 



A^ "^ ^* 



darstellen. Steinsalz liefert z. B., nach Bestimmungen yon 
Langley und Paschen^ folgende Tabelle: 



Wellenlängen 


beobachte 


8 969 


1,568 83 


4 861 


1,553 23 


5 184 


1,549 75 


5 890 


1,544 18 


6 563 


1,540 51 


7 594 


1.536 70 


11 780 


1,5301 


17 670 


1,527 2 


23 560 


1,525 4 


29 451 


1,524 3 


35 341 


1,522 7 


41231 


1,521 5 


47 121 


1,520 1 


58 000 


1,518 6 


60 610 


1,514 7 


64 560 


1,513 9 


81880 


1,506 1 


86 600 


1,503 2 


90 980 


1,501 2 


94 550 


1,499 3 


97 600 


1,497 4 



berechnet 



Beobachter 



1,568 34 
1,553 37 
1,549 88 
1,544 26 
1,540 54 
1,586 70 
1,530 
1,527 1 
1,525 4 
1,524 2 
1,522 7 
1,521 45 
1,519 6 
1,518 2 
1,515 5 
1,513 9 
1,506 6 
1,504 3 
1,501 2 
1,499 1 
1,497 4 



Langley 



»> 

»> 

»» 
«> 

» 

»> 
»1 



Paschen 






') Die Wellenlängen sind mit 10^ multipliziert. 

*) Mittelwert aus den Wellenlängen der zwei Natriamlinien. 



Die Hauptencheinungen der Spektroskopie. 



§ £• Es wurde ausdrücklich betont, daß die normale Licht- 
Zerstreuung nur dann eintritt, wenn das zur Erzeugung des 
Spektrums verwendete Prisma farblos und durchsichtig ist Ist 
dies nicht der Fall, so wird die Beihenfolge der Farben im 
Spektrum, unter Umständen eine ganz andere; dann spricht 
man von einer anomalen Dispersion. Zur Orientierung 
können folgende Zahlenwerte dienen, welche f&r alkoholische 
C janin- resp. Fuchsinlösungen von Eundt mitgeteilt wurden. 



Strahlen 


N 
Cyanin Fuchsin 


B 


1,878 1 


1,387 3 


C 


1,383 1 


1,891 8 


E 


1,865 8 


1,398 2 


F 


1,870 5 


1,361 3 


Q 


1,377 9 


1,366 8 


H 


1,882 1 


1,875 9 



Durch sorgfältige Beobachtungen hat sich feststellen lassen, 
daß die anomale Dispersion mit der selektiven Lichtabsorption 
innig zusammenhängt. IEa zeigt nämlich die BrechuDgskurve 




Fig. 1. 

in der Umgebung eines Äbsorptionsstreifens eine charakte- 
ristische Schwankung. Fig. 1 erläutert nach Drude ^] diese 
Verhältnisse für einen StoflF, der ein einziges Maximum der 



^) Es gibt die punktierte Linie den Gang der Absorption, die aus- 
gezogene aber den Gang der Brechung an. 



Die H&npterachemmigeii der Spektroakopie. 5 

untereic&ndflr Terbunden sind; n hat darin die Beihe der ganzen 
Zahlen za , wobei die Werte n = 1 and n = 2 

auBge schlössen bleiben. 

Als Beispiel sei jetzt nach Kayser (Handbuch der 
Spektroskopie, II, 520) daa Spektmm des Natrinmdampfes 
eingehend beschrieben. 



6 154,62 


16 247,96 


5 »96,16 


16 960,19 


5 890,19 


16 977,38 


5 688,26 


17 580,01 


6 682,90 


17 596,65 


6 875,92 


17 618,29 


5 e70,40 


n 635,44 


ö 153,12 


19 403,46 


5 149,19 


19 420,53 


4 9Ha,53 


20 0S6,10 


4 979,30 


20 083,14 


4 752,19 


21 012,93 


4 748,36 


21 059,90 


4 669,4 


21 416,03 


4 665,2 


21 435,31 


4 546,03 


21 997,21 


4 542,75 


22 013,10 


4 500,0 


22 222,22 


4 494,3 


22 250,41 


4 423,7 


22 605,51 


4 420,2 


22 623,41 


4 893,7 


22 759,86 


4 890,7 


22 775,41 


4 343,7 


23 021,85 


4 325,7 


23 117,65 


3 803,07 


SO 274,87 


3 302,47 


30 280,37 


2 852,91 


35 051,93 


2 680,46 


37 307,03 



_ 


_ 


_ 


_ 


* 


6 154,62 


3 


5 818,7 
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6 Erste Vorlesung. 

Die Tabelle zeigt, daß die Natriumlinien in sechs Serien 
zerfallen, Yon denen jedoch je zwei so nahe zusammenfallende 
Linien haben, daB man sagen kann, es seien drei Serien von 
Paaren (Doublets) vorhanden. Die stärksten umgekehrten 
Linien bilden die Hauptserie. Die D-Linien bilden das 
erste Paar^ dann folgen die schon sehr nahe zusammenliegenden 
Linien 3303 und 3302; die folgenden Paare sind nicht mehr 
getrennt worden. Berechnet man die Formeln aus 8303, 2852, 
2680 resp. aus 3302, 2852, 2680 indem man ihnen die Ordnungs- 
zahlen 4, 5 und 6 gibt, so ergeben sich die Gleichungen: 

10M~^ = 41 542,51 - 130233n-2- 800791 n-S 
lOM"^ = 41 550,33 — 130710n-2 - 793751 n-*. 

Berechnet man daraus die Werte für n = 3, so erhält 
man statt der D-Linien die in der Tabelle angegebenen Werte, 
die etwa um 80 Einheiten zu klein sind. 

Von dieser Hauptserie sind nur zwei Glieder, wie bereits 
erwähnt, als Paare beoabachtet; ihre Schwingungsdifferenzen 
sind: f ür n = 3 17,2, fiir n = 2 5,5. In allen Paaren der 
Hauptserie ist die zweite Linie etwas stärker als die erste. 

Unter den übrigen Linien des Na finden wir weiter zwei 
Serien, deren Linien stärker sind als die anderen, und welche 
nur nach dem Rot hin yerbreitert sind. Wir nennen diese 
Serien von Paaren erste Nebenserie. 

Für diese Paare ist von Julius gefunden worden, daB 
ihre Schwingungsdifferenz konstant ist. In der Tat ergeben 
die Zahlen der obigen Tabelle 16,0, 17,0, 19,3, 28,2, 15,6, 
während die Differenz für die i)-Linien 17,2 ist, also mit der 
ersten Nebenserie identisch. 

Außerdem sind noch zwei Serien mit schärferen und 
schwächeren Linien vorhanden; wir nennen diese Serie von 
Paaren die zweite Nebenserie. Für deren Schwingungs- 
differenzen ist 17,2, 17,1, 17,0, 15,9, 17,9 gefunden worden 
und man sieht sofort, daB diese Werte identisch sind mit 
jenen der ersten Nebenserie und der Z)-Linien. 

Bei beiden Nebenserien ist, entgegen dem Verhalten bei 
der Hauptserie, die erste Linie die stärkere. 

Diese drei Serien von Paaren enthalten alle Linien des 
Xa bis auf ein Paar bei 5676 und 5670, dessen Linien un- 
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scharf nach dem Violett hin sind; auch dieses Paar hat die 
Schwingungsdifferenz 17^2. Seine Bedeutung ist bis jetzt jedoch 
unklar geblieben. 

Im Spektrum des Kupfers, wovon weiter unten wieder die 
Rede sein wird, finden sich acht Paare, von denen zwei die 
Eigentümlichkeit zeigen, daß die erste Linie doppelt ist und 
daß die schwächere Komponente von größerer Wellenlänge die 
richtige Schwingungsdifferenz mit der einfachen zweiten Linie 
des Paares ergibt. Wir rechnen diese relativ starken ver- 
breiteten Paare zu einer Serie. Dafür ergibt sich folgende 
Tabelle: 



A 


1 1 
^ i 

1 


Schwingungs- 
differenz 


n 


5 220,25 


19 156,2 ] 




5 218,45 


19 162,8 


} 248,7 


4 


5 153,83 


19 404,9 


1 




4 063,50 


24 609,3 






4 062,94 


24 612,7 


248,8 


5 


4 022,83 


24 858,1 






3 688,6 
3 654,6 


27 110,6 
27 362,8 


252,8 


6 



Daß bei dem dritten Paare die erste Linie nicht doppelt 
beobachtet ist, darf man gegen die Zugehörigkeit nicht ein- 
wenden, da der Abstand der Komponenten offenbar sehr schnell 
abnimmt Für die Paare ist, wie in der Tabelle angegeben, 
n = 4, 5 und 6 anzunehmen. 

In den Spektren, welche bis jetzt betrachtet wurden, 
fanden wir die Linien zu lauter Doublets angeordnet; andere 
Spektren zeigen aber ganze Serien von Triplets, wie z. B. die 
Mg-, Ca-, Sr-, Zn-, Cd-, Hg-Spektren. Zahlenangaben hierfür 
mögen, der Kürze halber, unterbleiben. 

§ 4. Der elektrische Lichtbogen ist schon vielfach mit 
dem Spektroskop untersucht worden, aber erst in der Neuzeit 
hat man hieraus interessante Folgerungen gezogen. Haupt- 
sächlich geschah dies von Seite des Herrn P. Lenard, der 
sich die Frage gestellt hatte, wie die Strahlung in den ver- 
schiedenen Bogenbezirken verteilt sei. Seine äußerst sinnreiche 
Versuchsordnung war dabei folgende: der Spalt des Spektro- 
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Bansen arbeitete mit einem Apparat, der mit vier 
größeren Flintglasprismen versehen war^ von denen das eine 
einen Winkel von 60^ und jedes der drei anderen einen 
Winkel von 45^ besaB, während das Fernrohr eine vierzig 
malige VergröBerang hatte. 

£8 kamen drei Lösungen von Didymsulfat resp. Didym- 
acfetat und Didymchlorid zur Untersuchung, und es lieB sich 
feststellen, daß die Lagen der Helligkeitsminima von der 
Natur der Verbindung abhingen. Strenger gesagt, es wur- 
den sämtliche Streifengruppen, in der Ordnung der 
wachsenden Molekulargewichte, immer mehr nach dem 
roten Ende des Spektrums hin verschoben. 

Fig. 12 erläutert diese Verhältnisse für die Gruppe, 
welche der Sounenlinie F naheliegt. 

Mit den Bun senschen gut übereinstimmende Resultate 
hat übrigens Lockyer durch Beobachtung der Emissions- 



22i 




Fig. 12. 



Spektren von den Chloriden resp. Bromiden und Jodiden der 
Alkalimetalle erhalten. 

§ 9* Daß Emission und Absorption im engsten Zusammen- 
hange stehen, ist seit den bahnbrechenden Arbeiten von Kirch- 
hoff und Bunsen wohl bekannt. Geht ein weißes Lichtbündel 
durch eine Natriumflamme hindurch, so zeigt bekanntlich sein 
Spektrum (unter gewissen Nebenumständen) zwei schwarze 
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Absorptionsstreifen^ welche genau die Lage einnehmen, die den 
gelben Natriomlinien entspricht. 

Man sagt daher, es absorbiere ein Körper gerade 
die Wellen, die er auszusenden yermag. 

Mit dem StrahlungsprozeB hat nun der ReflexionsYorgang 
einige Verwandtschaft; diese Phänomene sind aber durchaus 
nicht miteinander zu yerwechseln. Es gibt in der Tat 
zweierlei Arten gefärbter Körper; die der ersten Art zeigen 
im durchgehenden ebenso wie im zurückgeworfenen Lichte ein 
und dieselbe Farbe, die Körper der zweiten Art erscheinen 
dagegen bei Absorption und Reflexion komplementär gefärbt. 
Wir sagen, es handle sich im ersten Falle um eine gewöhn- 
liche Farbe, im zweiten Falle um eine Oberflächen- oder 
Schillerfarbe. 

Gute Beispiele für diese Verhältnisse sind in den Schuppen 
der Schmetterlinge zu finden. So zeigen die gelben Schuppen 
des Papilio Machaon ebenso im durchgehenden als im 
reflektierten Lichte ihre charakteristische Ockerfarbe, die tief- 
blauen Schuppen der Morph o, wie die himmelblauen Schuppen 
der Lycaena- Männchen sind dagegen in durchgehendem 
Lichte gelblich gefärbt 

Es muß ausdrücklich betont werden, daß die Theorie bis 
jetzt Stofi'e mit gewöhnlicher Farbe gar nicht darzustellen ver- 
mag; sie zieht nur Schillerfarben in Betracht 

Möge nun ein Körper mit gewöhnlicher oder oberfläch- 
licher Farbe versehen sein, so wirft er Licht nur in dem 
einzigen Falle zurück, wo er von ganz bestimmten Wellen ge- 
troffen wird und der Regel nach ist dabei die erregende Farbe 
dieselbe wie die zurückgeworfene. 

Dies kann man leicht durch folgenden Versuch beweisen. 
Es werden einige bunte Papierstücke (sagen wir ein hellgelbes, 
ein tiefblaues und ein purpurrotes) durch eine Natriumflamme 
beleuchtet; dann erscheint das blaue sowohl wie das rote Papier 
als ganz schwarzes, während das gelbe seine frühere Farbe behält 

§ 10. Es ist oben gesagt worden, daß das Absorptions- 
spektrum einer Lösung von der Zusammensetzung des gelösten 
Stoffes abhängt; jetzt müssen wir noch hinzufügen, daß nicht 
bloß die Zusammensetzung, sondern auch die Struktur hierfür 
maßgebend ist 
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Isomere Yerbindnogen haben nämlich aelir oft ganz ver- 
echiedene AbsorptionsBpektren. So zeigen z. B. Ortho- und 
Ueta-Xylol in alkohoÜBcber LOBung einen einzigen Absorptione- 
streifen, Para-Xylol dagegen hat zwei getrennte Minima der 
Helligkeit 

§ 11. Zum Schluß sei hier noch das Zeemansche 
Phänomen in seinen HaaptzUgen erwähnt; anf die sehr ver- 
wickelt« Theorie dieser Erscbeinnng wollen wir in unseren 
Vorlesangen nicht eingehen, wir werden aber ans den Zee- 
manschen Besultaten einen Satz von großer Wichtigkeit ab- 
leiten. 

Das Zeemansche Phänomen betrifft, wie bekannt, die 
Veränderangen, welche eine Spektraltinie erföhrt, wenn die 
Lichtquelle sich in einem magnetischen Felde befindet 

Beschränken wir uns auf den einfachsten unter den mög- 
lichen Fällen, so zeigt sich 

a) wenn das Licht sieb zn der Feldricbtnng senkrecht 
fortpflanzt, daß alsdann die Linie durch die magnetische 
Wirkung verbreitert wird; der mittlere Teil und die Bänder 



Fig. 13. 

erscheinen dabei als geradlinig polarisiert, und zwar in 
der Weise wie aus Fig. 13 zu entnehmen ist; 
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b] wenn der Lichtstrahl der Eraftrichtung parallel läuft, 
daß sich dann die Linie zu einem Doublet spaltet^ deren 
Elemente entgegengesetzt zirkulär polarisiert sind. Die 
beschleunigte Schwingung hat dabei den Sinn des magneti- 
sierenden Stromes.^ 



Zweite Vorlesung. 

Elektromagnetische Bilder. 

§ 1. Absorption der elektromagnetischen Wellen durch leitende Schichten. — 
§ 2. Garbassos Darstellung der selektiven Absorption resp. Reflexion. — 
§ 3 — 4. Versuche von Garbasso und Aschkinass über Brechung und 

Dispersion der Strahlen elektrischer Kraft. 

§ 1. Nach Maxwells Theorie und H. Hertz' bahn- 
brechenden Untersuchungen, sind bekanntlich die Lichtstrahlen 
als Strahlen elektrischer Kraft mit sehr kleinen Wellenlängen 
zu betrachten. Es liegt daher der Gedanke nahe, die Haupt- 
erscheinungen der Spektroskopie durch elektrische Bilder zu 
erläutern; bei derartigen Versuchen mit gewöhnlicher Materie, 
zeigt sich aber bald, daß Molekularerscheinungen keineswegs 
zum Vorschein treten. Und dies stimmt auch mit den theore- 
tischen Ergebnissen vollständig überein. 

Maxwells Theorie, in ihrer älteren Form, sieht nämlich 
keine Dispersion und keine selektive Absorption voraus. Da- 
bei sollen die Metalle, gerade deswegen, daß sie Ströme zu 
leiten vermögen, Wellen von jeder Länge absorbieren, und die 
Dielektrika dagegen auf hindurchgehende Strahlen gar keine 
Wirkung ausüben (man vergleiche hierüber die X. Vorl. § 3). 

In der Tat hat es sich feststellen lassen, daß zwischen 
sehr weiten Grenzen der Wellenlängen, die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der elektrischen Störungen eine für jeden 
Sto£f bestimmte und konstante Größe ist; so fanden z. B. 
Garbasso und Aschkinass für den Brechungsexponenten 



*) Diese einleitende Vorlesung beansprucht keineswegs eine, wenn 
auch sehr knappe Darstellung der Spektralanalyse zu geben; diese 
wenigen Tatsachen habe ich bloß erwähnen wollen, da die nachher zu 
besprechenden Theorien hierfür Rechenschaft zu geben wissen. 
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Absorption^ sowie die Dispersion selbst, als lauter Resonanz- 
wirkangen zu betrachten. Ein Schirm wird also einem ge- 
färbten analog erscheinen, wenn er aus Elementen besteht, 
welchen gewisse Schwingungsperioden zukommen und welche 
nur durch bestimmte Wellen zur Resonanz erregt werden 
können. 

In der Tat ist es dem Verfasser gelungen, in dieser Weise 
die Erscheinungen der selektiven Absorption des Lichtes, so- 




Fig. 15. 

wie der Entstehung der Oberflächenfarben vollständig zu 
reproduzieren. 

Auf einem Holzbrett (1,75 m hoch und 1,25 m breit) 
wurden in sechs horizontalen Reihen 186 gleiche Resonatoren 
aufgestellt; die Resonatoren bestanden aus geraden Kupfer- 
drähten (von 20 cm Länge und 0,14 cm Dicke) mit je zwei Blech- 
scheiben (von 3,8 cm Durchmesser). Dieser Schirm (Fig. 15) 
reflektierte nun die Strahlen elektrischer Kraft regelmäßig; 
dabei war die zurückgeworfene Strahlung mit ver- 
schiedenen Resonatoren nachzuweisen, die Reflexion 
zeigte sich aber nur dann als eine stark ausge- 
sprochene, wenn der Untersuchungsapparat eben die- 
selbe Schwingungsperiode wie die Elemente des 
Schirmes besaß. 
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Das betrachtete Resonatorensystem absorbierte überdies, 
in ganz besonderer Weise, die Strahlen, die es selektiv zu 
reflektieren vermochte.^ 

Hiermit hat man also ein Bild für jene Körper gewonnen, 
welche, wie die Schuppen der Morpho, eine Schillerfarbe zeigen 
(I. Vorlesung § 9). 

§ 3. Dieselbe Methode bietet nun die Möglichkeit dar, 
Media zusammenzustellen, in welchen die Fortpflanzungs* 
geschwindigkeit der elektrischen Wellen von der Schwingungs- 
zahl abhängig ist. Besteht das Prisma aus Resonatoren von 
einer einzigen Schwingungsdauer, so können wir voraussehen, 
daß, in Analogie mit den optischen Erscheinungen, für Wellen 
von etwas größerer Periode die Ablenkung mit abnehmender 
Länge zunehmen wird. 

Garbasso und Aschkinass haben diesen Gedanken zu 
verwirklichen versucht, und die Ergebnisse der Beobachtung 
haben ihrer Erwartung vollständig entsprochen. Es gelang 
ihnen nämlich, mit einem Resonatorenprisma eine Brechung 
der Strahlen elektrischer Kraft zu erhalten; und weiterhin 
fanden sie, daß die Größe der Ablenkung von den Dimensionen 
des Resonators abhing, mit welchem die hindurchgelassene 
Strahlung beobachtet wurde. 

Bei diesen Versuchen bestand der primäre Leiter nach 
den Angaben von Righi (Fig. 16) aus vier Kugeln von 1,36 cm 
Durchmesser; die Hauptschwingung des Apparates entspricht 
einer Wellenlänge von etwa 7,5 cm. 

Den Erreger brachten nun Garbasso und Aschkinass 
in den Brennpunkt {E, Fig. 17] eines sphärischen Messing- 
hohlspiegels 5j, dessen Brennweite 14 cm betrug; der Durch- 
messer der Spiegelöffnung war 50 cm. 

Zur Anwendung kamen bei den Messungen drei verschiedene 
Resonatoren, welche im folgenden mit den Buchstaben A, J9, C 



') Die Phänomene kommen allerdings erst dann deutlich zum Vor- 
schein, wenn die Längsrichtung der Resonatoren auf dem Brett der 
Schwingungsrichtung des Erregers parallel ist Wird der Schirm in 
seiner Ebene um 90** gedreht, so bleibt der reflektierte Strahl aus. 

Bei senkrechter Inzidenz und paralleler Lage erscheinen Knoten- 
punkte auf dem Brett sowohl, wie in einem Abstand von 32 — 38 cm. 

2* 
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bezeichnet werden mögen; diese sekundären Leiter wurden 
ebenfalls nach den Angaben von Righi konstruiert 

Den Ergebnissen des yorigen Paragraphen entsprechend, 
wurden die Resonatoren in die Brennlinie von zylindrischen 
parabolischen Spiegeln S^ (Fig. 17 u. 18] gesetzt, die aus Karton- 
papier angefertigt wurden, auf welches zahlreiche Stanniolstreifen, 





-^ 





Linka 



^ 




Jin^ts 



Fig. 16. 



Fig. 17. 



in horizontalen Reihen geordnet, parallel zur Brennlinie des 
Spiegels geklebt waren. ^) 

Auf jedem Spiegel stimmten die Stanniolstreifen der Länge 
und Breite nach mit dem Resonator überein, zu welchem der 
Spiegel gehörte, so daß dieser selbst aus einer Anzahl Resonatoren 
bestand. 

In der folgenden Tabelle I sind die Eonstanten der Spiegel 
bezw. der Resonatoren gegeben. Die Längen sind in Zenti- 
metern ausgedrückt 

Der sekundäre Spiegel wurde von einem Stativ getragen, 
welches, mit Rollen versehen, um einen festen Punkt mittels 



^) Um Fig. 18 nicht allzusehr zu komplizieren, wurden die Resona- 
toren weggelassen. 
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1 


Unge Breite 

dea 
Beaonators 


„,. öff- Brenn 
H'*''" nimg weite 

de, SpiegeU 


ijli 




Abstand von 
«wei neben- 

Beaonatoren 


A 
B 



3 

4 


0,3 
0,2 
0,3 


13 10,5 
IS 11 
IS 12 


2 
2 
2 


3 
S 
1 


SS 
SS 
23 


0,2 
0,S 



einer starren Verbindung V drehbar war. An dem Stativ war 
ein Zeiger befestigt, der auf einem ia Grade geteilten Ereiee K 
die WinkelverachieboQgen des Resonators abzulesen gestattete. 



Fig. 18. 

Wenn der Resonator dem Erreger gerade gegenüber stand, 
betrag der Abstand zwischen den beiden Leitern 75 cm; die 
Funken waren dnrch ein Mikroskop zu beobachten. 

Das Prisma/' (Fig. 19] bestand aus sieben Glasscheiben, 
die s&mtlich die gleiche Höhe von 35 cm hatten; ihre Breite 
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betmg der Beihe nach 35, 30, 25, 20, 15, 10, 5 cm. Auf 
jede Platte waren zahlreiche Besonatoren (Stanniolstreifen, 
1,5 cm lang, 0,2 cm breit) in zw&lf Parallelreilien festgeklebt 
Der Äbatand von zwei aufeinander folgenden Reiben betrug 
1 cm, der Abstand von zwei benacbbarten Resonatoren der- 
selben Reibe 1,3 cm. Die Zahl der Resonatoren in jeder Reihe 
war hiernach auf den verschiedenen Platten eine verschiedene 
(21, 18, 15, 12, 9, 6, 3). Das Prisma vnirda so aufgestellt, 
daß die längere Seite der Resonatoren vertikal stand, d. h. 
parallel der Schwingangshchtung des primären und sekundären 
Leiters. Die Platten wurden, einander parallel, vertikal auf 
einem Holzgestell befestigt, Bo 
daß die Resonatoren einen Baum 
erfüllten, der die Form eines 
geraden gleichseitigen Prismas 
hatte. Die drei Seitenflächen 
hatten, wie aus dem Gesagten 
sich ergibt, eine Ausdehnung 
von (35 cm)>. Die Stellung des 
Prismas war bei allen Versuchen 
die gleiche, wie sie in der 
Fig. 17 dargestellt wird. Der 
Einfallswinkel betrug 40", der 
Fig- 19- mittlere Abstand der dem Er- 

reger zugekehrten Frismenääche 
von dem Erreger selbst 18 cm. Rechts und links von dem 
Prisma wurden noch zwei Zinkbleche Z befestigt (Quadrate von 
40 cm Seite), um eine Einwirkung von direkten Strahlen zu 
vermeiden. 

Die Beobachtung geschah in der Weise, daß man rechts 
and links mit (wi_,, m,) und ohne (o^, oj Prisma die Stellungen 
des Resonators bestimmte, in welchen die sekundären Funken 
gerade erloschen. Die Ablenkung u ist nicht unmittelbar ans 
den so gefundenen Zahlen abzuleiten. 

Von dem Prisma wird nämlich, abgesehen von der Brechung, 
eine Absorptionswirkung ausgeübt (diese Vorlesung § 2), infolge 
deren eine scheinbare Ablenkung u der Grenzen der wirksamen 
Strahlung nach der Mittellinie hin eintreten muB. Nun ist es 
einleuchtend, daß in der getroffenen Anordnung die Wirkungen 
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der Brechung und der Absorption auf der linken Seite gleiches^ 
auf der rechten entgegengesetztes Vorzeichen haben müssen. 
Man erhält daher: 



also: 



a — £3^' = wi^ — o^ , 



a = 



{rni - 0/) + (iWr - Or) 



, [nti — oj — {rrtr — o^ 

CC = r ' 



Als Beispiel sei hier eine Beobachtungsreihe wiedergegeben. 

Tabelle IL 



Resonator 


1 

mi — Ol 1 THr — Or 

1 


a 


a' 


Ä 
B 

c 


150 18' 

12® 6' 

6^24' 


1«30' 
2M2' 
3036' 


8*24' 
7M2' 
50 


6*24' 
10 24' 



Es folgt hieraus, daß die Brechung sowohl wie die 
Absorption mit wachsender Wellenlänge abnimmt Dies 
ist auch, wie seinerzeit bemerkt wurde (I. Vorlesung § 1 u. 2), 
bei Licht- und Wärmestrahlung der Fall, wenn man sich nach 
der Seite der großen Wellen vom Absorptionsstreifen entfernt^) 

Die verschiedenen Reihen von Beobachtungen, welche von 
Garbasso und Aschkinass angestellt wurden, stimmten, wie 
sich erwarten ließ, nicht vollkommen miteinander überein. 
Denn eine vollständige Reihe bestand aus zwölf einzelnen Be- 
obachtungen, welche insgesamt mindestens eine Viertelstunde 
Zeit in Anspruch nahmen, und während eines so langen Zeit- 
intervalles funktioniert der Erreger nicht absolut gleichmäßig. 

Wir wollen noch einige Beobachtungsreihen für die Ab- 
lenkung a mitteilen, um die Grenzen der Genauigkeit der er- 
haltenen Resultate zu zeigen. 



') Was das Gesetz der Absorption für elektrische Strahlen betrifft, 
so ist dies eine Bestätigung (und zwar eine quantitative) der Resultate, 
welche im zweiten Paragraph dieser Vorlesung angegeben wurden. 
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über, während die Zinkbleche Z Z so orientiert waren, wie 
Fig. 20 a zeigt, und setzte dann die planparallele Schicht in 
der Weise zwischen beide Leiter, daß deren Verbindungslinie 
die Platte 5 etwa in der Mitte schnitt, so konnte man noch 
schöne Sekundärfunken beobachten. Wurden jetzt die Platten 
5, 6, 7 entfernt, wodurch wieder ein prismatischer Körper 
entstand, so erloschen die Funken sofort, und die Strahlen 
wurden nach rechts hin abgelenkt Würden dieselben keine 
prismatische Brechung erfahren haben, so hätten die Funken 





Fig. 20 a. 



Fig. 20 b. 



gerade im Gegensatz zu der beobachteten Erscheinung noch 
intensiver werden müssen, da die Absorptionswirkung des 
Körpers durch die Entfernung der drei Platten kleiner ge- 
worden war. 

Oarbasso und Aschkinass überzeugten sich noch durch 
ein weiteres Experiment, daß bei ihren Hauptversuchen die 
genaue prismatische Form des Mediums eine notwendige Be- 
dingung fär das Zustandekommen der Erscheinung war, welche 
oben beschrieben worden ist. 

Wurde nämlich nach Entfernung der Platten 5, 6, 7 aus 
der Stellung, die Fig. 20 a zeigt, die siebente Platte neben die 
dritte gestellt, die letztere also durch drei Vertikalreihen von 
Resonatoren vergrößert, so daß der Körper eine Gestalt an- 
nahm, wie die in Fig. 20b dargestellte, so erhielten die Ver- 
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fasser keine deutliche prismatische Brechung mehr. Nach den 
Ergebnissen der besprochenen Untersuchungen stellt also ein 
System von Hertz sehen Resonatoren einen gewöhnlichen 
Körper dar. Es handelt sich dabei um einen Körper, der 
einen einzigen Absorptionsstreifen besitzt. 



Dritte Vorlesung. 

Die optische Resonanz. 

§ 1 — 5. Versuche von Rubens und Nichols über sehr lang^ Wärme- 
wellen. — § 6. Versuche von Wood über optische Resonanz. — § 7. Ver- 
suche von Kossonog^off. — § 8. Kontrollversuche von Scotti. — 

§ 1. Die Reflexionsversuebe, die wir im zweiten Paragraph 
der vorigen Vorlesung beschrieben haben, wurden von Rubens 
und Nichols mit langen Wärmewellen wiederholt; dieser 
Untersuchung kommt insofern eine fundamentale Bedeutung 
zu, als sie den ersten direkten Beweis für die elektromagnetische 
Natur der Lichtstrahlung lieferte. 

Bei den Versuchen von Rubens und Nichols kamen die 
sogenannten Reststrahlen des Flußspates zur Anwendung. 
Es ist seinerzeit bemerkt worden, daß ein Körper, welcher 
eine Oberflächenfarbe besitzt, hauptsächlich Strahlen von jener 
bestimmten Länge reflektiert. Flußspat hat nun eine der- 
artige Farbe, doch entspricht sie einer Spektrallinie, welche 
fem im ultraroten Gebiet liegt. Werden daher Wärmestrahlen 
wiederholt an Flußspatflächen reflektiert, so wird allmählich 
die Strahlung zu einer monochromatischen/ und zwar mit der 
Wellenlänge von etwa 23,7 fi (Tausendstel von einem Millimeter). 

Bei der Versuchsanordnung von Rubens und Nichols 
(Fig. 21) waren die Wärmestrahlen von einer Zirkonlampe (a) 
erregt und fielen dann auf einen Hohlspiegel b, der sie zu 
konvergierenden machte, so daß genau auf dem Spalt eines 
Spektrometers s^ ein reelles Bild der Quelle entstand. 

Pv P2* P3 undp^ stellen in der Figur vier polierte Flächen 
von Flußspat dar; nach den wiederholten Spiegelungen ist 
also der in «^ einfallende Strahl ein monochromatischer. Es ist 
aber zu bemerken, daß der genannte Strahl noch von einer 
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Glasfläche d^ unter einem Winkel von 69*^ reflektiert wird, 
wodurch er als in der Reflexionsebene polarisiert erscheint. 
Zu r wird nun der Spiegel, der zur Untersuchung kommt, auf- 
gesteUt; dabei ist v ein Schirm, welcher der Strahlung eine 
scharfe Begrenzung gibt, und s^ g s^ der Spektralapparat 
Durch den Hohlspiegel o werden endlich die Strahlen auf die 






•• • • ." 



I • 



• • • 
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Fig. 21. 

Flügel eines Radiometers (E) konzentriert, das mit seinen^Ab* 
lenkungen ein Maß für die einfallende Energie liefert 

§ 2. Die Herstellung von Resonatoren für die Reststrahlen 
des Flußspates, nach dem Vorbild der Apparate, welche wir 
in der vorigen Vorlesung (§ 2, Fig. 15) beschrieben haben, 
würde ja, wegen der äußerst kleinen Dimensionen, die man 
ihnen zu erteilen hätte, auf recht große Schwierigkeiten stoßen. 

Dies läßt sich nun am besten erreichen, wenn als Reso- 
natoren rechteckige lange und schmale metallische Streifen zur 
Anwendung kommen, etwa wie es bei den Versuchen von 
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Betrag, so daß hier die Beugungsbilder erster Ordnung auf- 
treten. Die beobachtete Intensität der reflektierten Strahlen 
muß daher um die Energie dieser gebeugten Strahlen zu klein 
ausfallen. 

Bei sämtlichen ftinf Platten wurde das Beflexionsyermögen 
in zwei verschiedenen Lagen beobachtet, nämlich erstens, wenn 
die Längsrichtung der Resonatoren mit der Schwingungsrichtung 
der elektrischen Komponente der Strahlung zusammenfiel und 
zweitens, wenn diese beiden Richtungen einen rechten Winkel 
miteinander bildeten. Über die Ergebnisse der Versuche und 
über die charakteristischen Daten der einzelnen Resonatoren- 
platten gibt die folgende Tabelle Aufschluß. 



T 


abelle L 








Nummer der Resonatorenplatte 


— I — 
I 


n 


ni 


IV 


V 


Zahl der Resonatoren pro Quad- 
ratzentimeter 


1.10» 


1000.10» 
6,5 /M 
4,6 ft 

88,3 

41,8 


572.10» 
12,4^ 
5,3 m 

42,7 

65,8 


400.10» 
18,0 M 
5,1 /u 

40,7 

49,5 


333.10» 


Länge der Resonatoren . 

Breite der Resonatoren . . . 

Reflexionsvermögen (elektrische 
Komponente senkrecht zur 
Längsrichtung) 

Reflexionsvermögen (elektrische 
Komponente parallel zur 
Längsrichtung) 


00 

5,8^ 
40,8 
83,7 


24,4 /u 
5,5 /u 

86,1 

62,5 



§ 5« Wir können die hier erhaltenen Werte für das 
Reflexionsvermögen der Resonatorenplatten als zusammen- 
gesetzt ansehen aus zwei Bestandteilen, von welchen der eine 
von der Reflexion der Resonatoren selbst, der andere von der- 
jenigen des Glases herrührt. Dieser letztere Teil ist keines- 
wegs unbedeutend und beträgt in dem vorliegenden Fall 
24,7 Proz., wie durch wiederholte Versuche an Glasplatten von 
gleichem Material festgestellt wurde. Um nun das Reflexions- 
vermögen der von ihrer Unterlage befreiten Resonatoren von 
der Glasreflexion zu trennen, können wir folgenden Weg ein- 
schlagen. 

Es sei a das beobachtete Reflexionsvermögen der Resona- 
torenplatte in Prozent der auffallenden Strahlung, so entfallen 



Die optische Resonanz. 



31 



hiervon /9-Proz. auf die Eeflexion an den Resonatoren und 
T'-Proz. auf diejenigen des Glases. Es ist dann: 

Von den nicht an den Resonatoren reflektierten 100 — /?- 
Proz. der auffallenden Strahlung werden am Glas 24,7 Proz. 
reflektiert, man erhält somit: 

y = (100-/9) 0,247, 
und folglich: 

a - 24,7 



/? = 



0,753 



Diese Übertragung setzt allerdings voraus, daß erstens die 
Resonatoren die Strahlung nicht merklich absorbieren und daß 
zweitens die Reflexion von den Resonatoren und der Glasfläche 
unabhängig voneinander vor sich geht, was beides nicht er- 
wiesen ist Die Formel gilt daher nur flir die Grenzen ß = 
und /? = 100 vollkommen streng, und darf dazwischen vorläufig 
nur als Interpolationsformel angesehen werden, welche die 
Verhältnisse in erster Annäherung richtig darstellt. Wendet 
man die Formel zur Umrechnung der in der vorstehenden 
Tabelle enthaltenen Werte von cv an, so erhält man fbr ß 
folgende Werte: 

Tabelle ü. 



Nnmmer der Resonatorenplatte 




IV 



ß (elektrische Komponente senk- 
recht zur Längsrichtung der 
Resonatoren) 

ß (elektrische Komponente parallel 
zur Längsrichtung der Resona- 
toren) 



21,4 



78,4 



18,1 



22,7 



23,9 21,3 



54,5 



32,9 



15,8 



50,2 



Ein Blick auf diese Tabelle läßt zunächst erkennen, daß 
die Zahlen der ersten Horizontalreihe, welche das Reflexions- 
vermögen der Resonatoren enthält, wenn der elektrische Vektor 
senkrecht zur Längsdimension der Resonatoren gerichtet ist, 
sich nur um relativ geringe Beträge voneinander unterscheiden. 
Sämtliche Werte liegen innerhalb der Grenzen 23,9 u. 15,3 Proz. 
und, wenn man von der Resonatorenplatte V absieht (deren 
Reflexionsvermögen aus oben angegebenen Gründen zu klein 
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Lycaena; es handelt sich um die Schuppe eines Männchens, 
die im reflektierten Licht hellblau erscheint. 

Für die Größe der Kerne erhält man 0,00045 mm, was 
eben gleich der Länge einer blauen Welle ist 

Ob diese Tatsachen wirklich eine Besonanzwirkung fest- 
zustellen gestatten, möge aber erst später untersucht werden 
(XV. Vorl. § 3 u. f.). 

Vierte Vorlesung. 

Mathematische Hilfssätze. 

§ 1 — 2. Lag ränge sehe Gleichungen der Bewegung. — § 3—4. Sym- 
bolisches Integ^ationsverfahren für ein System von gewöhnlichen Differential- 
gleichungen. — § 5 — 6. Der Gau^sche Satz. — § 7—8. Der Stokesche 

Lehrsatz. — § 9. Der Green sehe Satz. 

§ 1. Die gegenwärtige Lage, resp. der gegenwärtige Zu- 
stand eines in Bewegung begriffenen Systems ^ werden durch 
eine (endliche) Anzahl Yon Variabein, den sogenannten Koor- 
dinaten, bestimmt. Die Koordinaten bezeichnen wir mit 

Die Differentialquotienten der Koordinaten nach der Zeit 
mögen Geschwindigkeiten heißen: die Geschwindigkeiten be- 
zeichnen wir mit ^j .gj-'-^y-..^«. Wir setzen also: 

dq 

Die kinetische Energie irgendeines Systems kann und 
soll als eine quadratische Funktion der Geschwindigkeiten be- 
trachtet werden; die kinetische Energie bezeichnen wir mit T. 

Die potentielle Energie kann und soll als eine qua- 
dratische Funktion der Koordinaten betrachtet werden; die 
potentielle Energie bezeichnen wir mit U. 

Die Dissipationsfunktion ist die Hälfte aus dem 
Energiequantum, das in jeder Zeiteinheit durch Reibung und 
reibungsähnliche Erscheinungen zerstört und in Wärme um- 
gewandelt wird; die Dissipationsfunktion bezeichnen wir mit F. 

Sie kann und soll als eine quadratische Funktion der 
Geschwindigkeiten betrachtet werden. 

- § 2. Die Gleichungen der Bewegung für ein freies System 
schreibt man nun, nach Lagrange, in der Form 



Mathematische Hilfssätze. 87 

/i\ d dT dT ^ dU ^ dV ^ , -^ x 

(^^ -äidg;''d^ + J^ + T4;'=^ (i'=1.2...n). 

Wie Yon Maxwell gezeigt worden ist, gelten diese 
Gleichungen für ganz allgemeine Systeme. Wir können z. B. 
die elektrischen Ladungen ge¥n[sser Leiter als Koordinaten 
einführen, dann sind natürlich die entsprechenden Geschwindig- 
keiten als Stromintensitäten zu betrachten. 

Ist die Koordinate qy keine freie, sondern eine von 
äußeren Kräften beeinflußte, so ist die Bewegungsgleichung 
in der Form 

ZU schreiben, wo Q^ eben die äußere Kraft bedeutet 

§ 8. Ist die kinetische Energie Yon den Koordinaten un- 
abhängig, so liefert Formel (1) ein System von linearen 
homogenen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. 

Ein solches System wollen wir jetzt näher betrachten. 

Es seien also n + 1 gewöhnliche Differentialgleichungen 
gegeben, und angenommen sei, daß sie in einer linearen 
homogenen Form n + 1 Funktionen und ihre Ableitungen nach 
einer Yariabeln tj bis zur Ordnung s enthalten. Dabei werden 
die Koeffizienten als konstante Größen angesehen. 

Bezeichnen wir mit 

!/i'!/2'"^r'*'!/n «nd z 

die unbekannten Funktionen, so können die gegebenen Gleich- 
ungen in die Form 

1 1 1 "'^ i "* 

(/i = 1 . 2 . . . n + 1) 

gebracht werden. Hier sind mit cCf^^y.ßf^^y^o'Yfi und 5^,<, 
konstante Größen gemeint 

Der Einfachheit halber setzen wir 

dt ^' 
also: 



di« 
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und flibren noch die Bezeicbnungen 

1 

und 

ein. 

Damit nehmen die Gleichungen (2) die einfache Form 

1 

(/li = 1 . J . . . n + 1) 
an. 

Diese dürfen wir aber als n + 1 algebraische lineare 
Gleichungen für die y^ betrachten; ihr Gleichsein bedingt daher 
das Nullwerden der Determinante, welche mit den Eoefßzienten 
und den unabhängigen Gliedern zu bilden ist 
So erhält man: 

A, 1 -^1,2 •••-^l,y-l -^1, y -^l.v+l •••-^l,n -^1 
-^2,1 -^2,2 •••-42,y-l ^2,v -^2,v + l •••-^2,« ^2 



(3) 



z=0; 



in dieser Gleichung bedeutet nun die Determinante eine 
Operation^ welche auf die Funktion z anzuwenden ist. 

Die Zulässigkeit des Verfahrens erkennt man dadurch, 
daß, wenn die (2') nach der gegebenen Regel behandelt werden, 
man überhaupt dieselben Operationen ausführt, welche nach 
den gewöhnlichen Methoden zur Elimination der unbekannten 
Funktionen bis auf eine führen. 

Es ist natürlich bei der Rechnung zu bedenken, daß die 
Regeln der Multiplikation auf den Operator L anzuwenden 
sind, indem man der Potenz D" den festgestellten Sinn 
zuschreibt 

Das z ist nun in den Gleichungen (2^) in keiner Weise 
boYorzugt; Gleichung (3) wird also für jedes y^ gelten. 

Wir führen daher die Elimination aus, indem wir 
bei jeder unbekannten Funktion die Determinante 
der Koeffizienten anwenden. 
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§ 4« Aus (8) folgt nun 



Cnt 



z^S^nC^e 



(4) 

wo die C„ Integrationskonstanten sind, und die c„ als Wurzeln 
der charakteristisclien Gleichung 



(5) 



-^2,1 -^2,2 •••-42,r-l -^2, y ^2,y+l •..-^2,n ^2 




-«11+1,1 -^n+1,2 ••• -^^n+ljy-l -^n + l,v -^n+l, r+l ••• -'^n+l,!! -^n+1 



= 



zur Bestimmung kommen. Dabei ist offenbar L als eine 
Unbekannte, und nicht mehr als ein Operationszeichen zu 
betrachten. 

Dies Yorausgesetzt, nehmen wir die n ersten unter den 
Gleichungen (2') und lösen sie als algebraische Gleichungen 
für die y^. 

1S& wird 



(-1V 



Bi Ai^i Ji^2 • . • -^l,v-l ^l,v+l • • • -<^1, 
£2 -<^2, 1 -^2,2 • • • -<^2,y-l -^2,y+l • • • ^2, 




mit 



-^n -^71,1 -^n, 2 • • • -^rt,v~l -^n,r+l • • • -»n, 



-^1,1 • • • Al,n 



J = 




-"n, 1 • • • ^n, n 



'), 



') Das Dividieren durch eine Funktion des Operators D erhält 
dadurch einen Sinn, daß wir als Definition 



setzen. 

Ist z. B. 



l/^-i (ö) . nO)] y = » 
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oder beim Einsetzen des Wertes von z 



(4) 



1 A (cjt) 



Mit den Bezeichnungen Äf^^y{c„), Bf^{c„) und A{c„) soll 
angedeutet werden ^ daß man in die A^^^y und JS^ der Reihe 
nach für i> die /7-Wurzeln der Gleichung (5) zu setzen hat 

Die Gleichungen (4) geben nun in einer einfachen Form 
die Integrale der Gleichungen (2) oder, besser gesagt, (2^). 
Die Lösungen hängen offenbar you den C„ ab. Zur Bestimmung 
dieser Eonstanten genügt es aber die Anfangswerte der y, u. z 
sowie ihrer Ableitungen bis zur Ordnung s—1 anzugeben; 
damit werden 

n + l +{s — l)(n+ 1) = 8{n+l) = p 

lineare und, im allgemeinen Falle, nicht homogene Bedingungen 
zwischen den p Integrationskonstanten eingeführt 

Sehr oft ist es jedoch nicht unentbehrlich, die Eonstanten 
zu bestimmen, und die Integrale (4) vollständig zu bilden; 

und bezeichnet man mit f{D) die Summe ^o KaD^^ so wird gleich 



fiD) f{Ü) f(e) 
Wir haben nfimlich 

und, nach der Definition 

r/Tr\ ^et 





l\^>^ _ .c< 


also: 


nm -' ' 




^^KaC^'e'^ _^ct 


und endlich 


f(D) 




e" e" e" 




f(P) " 2' K» «° " f(e) 



was eben zu beweisen war. 
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man wird Tielmehr auf eine qualitative Beschreibung des 
Phänomens und hauptsächlich auf die Berechnung der 
Schwingungsperioden sich beschränken können. Das ist 
erreicht, wenn die Charakteristik (5) gebildet und gelöst 
worden ist 

§ 5. Sehr oft werden wir von zwei Lehrsätzen Gebrauch 
machen müssen^ welche das umformen der Integrale und das 
Herabsetzen ihrer Ordnungen angeben. Der eine ist der 
wohlbekannte Gaußsche Lehrsatz, wonach man ein Baum- 
integral zu einem Flächen integral umformt; der andere aber 
der Stokessche Satz, nach welchem die Flächenintegrale zu 
Linienintegralen werden können. 

um den Gauß sehen Lehrsatz abzuleiten, betrachten wir 
das Raumintegral 

Durch Integration nach der Koordinate x erhält man 

wenn mit und 1 der kleinere und der größere Wert von x 
bezeichnet werden, welche zu einem gewissen Wertepaare (y . £) 
gehören. 

Ist nun n die äußere Normale zur Fläche o-, die den 
Baum r umhüllt, so wird 

7=: / Jcos(w, x)rfö". 
Hiernach darf man auch 



(«) 



+ Zcos (n,^) + ^cos (n, z)] da 



schreiben, was eben dem Gauß sehen Lehrsatz entspricht 
§ 6. Setzt man übrigens 

X^FU, r^GVy Z^HfT, 
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und nimmt an^ daß^ auf der Fläche a, F. und H überall 
gleich null sind, so wird 



/[ 



d(FÜ) , d{QV) , d{HW) 
T ^T. r - 



dx 



dy 



dx 



dt , 



-/(' 



^^+t/|^+ö^+F^ + ^4?+r|f)rfr, 



dz 



dx 



dx 



dy ' ' dy 
J[F Ucos (n, x) + G Fcos (n,y) + H JFcos (n, 2)] d ö- = . 



also: 



(60 



' J(i.|^ + ö|Z + ^4^)rfr 



dx 



dy dx I 

§ 7* Es seien jetzt in der Eoordinatenebene zy eine 
j geschlossene Linie s und ein 

Vektor S mit den Komponenten 
X.Y gegeben, und das Integral 

ff-^dzdy 

der Linie entlang in Richtung 
des Pfeiles (Fig. 24) ausge- 
führt. 

Es wird, wie vorher 




Fig. 24. 



^jX^dx-^Jx^dz, 



also 



I I -^ — dxdy = — / -3[cos(rf5,x)rf«. 



Auf ähnliche Weise erhalten wir 



jjj^dxdy =z + jrcos{d8,y)d8j 



und folglich, für die Ebene 
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//(H - H ) ^' ^y =/[XC08(rf*,x) + rC08(rf*,y)] ds, 

^ C{Xdz+ Ydi/). 

Damit wird also das Linienintegral des Vektors (S> d. h. 

[Xdx + Ydy), zu einem Flächenintegral umgeformt 

§ 8* Es sei wieder der Vektor (£ gegeben, im Baume 
aber durch die drei Komponenten X.T.Z definiert 

Wir betrachten das Tetraeder ABC (Fig. 25), dessen 



/ 




Fig. 25. 

drei Kanten Ä.OB.OC mit den Koordinatenachsen kongruent 
sind, und schreiben die identische Gleichung 



f [Xdx + Ydy + Zdz) = f [Xdx + Ydy + Zdz) 

J ÄBOÄ JOBCO 

+ f [Xdx+Ydy + Zdz)A. f [Xdx+Ydy + Zdz).^) 

JOCÄO JoABO 

^) Werden die Integrale in Glieder aufgelöst, so bekommt man 
für die rechte Seite der Gleichung 



f 4.r +r =r +r +r 

JOBOO JOCAO JOABO JOB JBO J CO 

+ r + r •*■ r 

J OC J 0-4 J-40 

H-f +r +r ; 

J 0-4 J AB JBO 
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Zur Berechnung der Integrale auf der rechten Seite darf 
man nun den Ausdruck benutzen^ welchen wir im Yorigen 
Paragraphen abgeleitet haben; sowie die anderen die aus 
diesem ersten durch zyklische Vertauschung folgen. 

Es wird hiemach 

f {Xdx + Ydy + Zdz) = f {Ydy + Zdz), 

J OBCO JOBOO 

r Xdx+ rdy + Zdz)== f {Zdz + Xdx) 
f [Xdx-\- Ydy + Zdz)=> f {Xdx + Ydy) , 

J OÄBO J OÄBO 

r IdY dX\ , , . 
also: =J.Bolä^-ä]r)'^'("'")''''' 

, (dX dZ\ , . , IdY dX\ , , 1 . 



(7) 



es ist aber 



also: 



Job" J bo* 
Joe Jco^ 

r +r +r =r +r +r , 

J OBCO J OOÄO J OÄBO J AB J BC JCÄ^ 

"Ja 



BGA 
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hier wurde mit n die äußere Normale zur Fläche Jjl?C7 be- 
zeichnet, mit da aber das Element dieser Fläche. 

Es ist nun einleuchtend , daß Gleichung (7) auf ii^end 
eine beliebige Fläche anzuwenden ist, indem jede Fläche in 
lauter Dreiecke zerlegt werden kann. 

Diese Gleichung spricht aber den Stokesschen Satz aus. 

§ 9« Endlich haben wir noch den sogenannten Green sehen 
Satz abzuleiten. Man betrachte dazu eine Funktion (p, welche 
mit ihren Derivierten endlich und eindeutig in einem Baume r, 
sowie auf dessen Begrenzungfläche tr bleibt 

Man kann offensichtUch schreiben 



(^ If ) - (H )■ + ^ 



also: 



ö> 

dx\^ dxl''\dxj '^^ dx^' 

d I dq>\ (dq>y , d*q> 

Die linke Seite formen wir jetzt nach dem Gaußschen 
Lehrsatz (diese Vorlesung § 5, Gl. 6) um. Es wird 

^S^ [ll^^^^"*'^) + If cos(ii,3/) + -||-cos(n,z)] da, 

/l dq> dx d(p ^y dy dx\ , 
^ \dx dn dy dn dx dn) ' 

und daher 

was eben der Greensche Satz ist 
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Zweiter Abschnitt 

Mechanische Theorien. 



Fünfte Vorlesung. 

Cauchys Theorie der Dispersion des Lichtes. 

§ 1. Zar Theorie von Gauch 7. — §2. Ableitung der Schwingxmgs- 
gleichangen. — § 8. Fortpflanzung von ebenen Wellen. — § 4. Ursache der 

Lichtzerstreuung. — § 5. Dispersionsformel. 

§ 1. Cauchys Theorie der Dispersion des Lichtes bietet 
ein interessantes Beispiel eines logischen Phänomens, welches 
auch in manchen anderen Gebieten der theoretischen Physik 
hervortritt. Cauchy hat den freien Äther und wägbare Stofife 
als durchaus ähnliche Systeme von schwingenden Molekülen 
betrachtet, und damit die eigentliche Ursache der Licht- 
zerstreuung außer acht gelassen; nichtsdestoweniger zeigen 
seine Gleichungen, daß unter gewissen Hypothesen die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit zu einer Funktion der Wellenlänge 
werden kann. 

Schon deshalb wären die Cauchy sehen Ausführungen 
der Beachtung wert; übrigens hat aber seine Betrachtungsweise 
als Muster für die Nachfolger gegolten, und manche seiner 
Bemerkungen, wie z. B. die Aussage, daß die Wirkungssphäre 
der Äther- resp. der materiellen Teilchen gegen die Wellen- 
längen des sichtbaren Lichtes klein, aber nicht verschwindend 
klein seien, haben für die Entwicklung der Theorie bis in 
die neueste Zeit erfolgreich gewirkt 

Es empfiehlt sich also als Einführung in die Theorie 
der Spektralanalyse Cauchys Gedankenreihe ganz knapp zu 
behandeln. 
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§ 2. Daza nehmen wir an, daß die schwingenden Teile 
aufeinander Wirkungen ausüben; es wird also irgend eine 
Störung des Gleichgewichtes eine bestimmte Arbeit erfordern 
und es besitzt daher das gestörte Medium ein Energiequantum 
potentieller Natur, das offenbar nur von den relativen Ver- 
schiebungen abhängen kann. 

Bezeichnet man mit 1^.17,.^ die Verschiebungskompo- 
nenten für das t^-te Molekül, so hat man ganz einfach 

+ 2/;.^(?,-y(l,-l^)] 

zu setzen. 

Bei isotropen Mitteln kann nun keine Richtung gegen 
die anderen bevorzugt sein, und folglich müssen wir 

schreiben; also: 

(1) f^=i2^2'*«^,^[(^-lA^)' + (^^-^^)' + (f^-W'] 

Was die kinetische Energie betrifft, so ist sie durch die 
übliche Formel 

(2) T=\^rmAk.^ + nJ' + t/) 

zu berechnen. 

Die Lagrangeschen Gleichungen der Bewegung werden 
daher zu 



{ ^ 

dt 


dT du 

dir ' öl. 


= 0, 


d 
dt 


dT dU 

d T}V d Tjy 


= 0, 


d 
dt 


dT du 
dL ^^y 


= 0, 



also nach (1) und (2) 

my |v + 2^ «v,^* (|y - 1^1) + S'' ^v.A* \_{riy - ^^ + (?v - ?^)] = 0, 
[9)\myiiy + 2/i flv.A. (r/r - ^;*) + 2^ dy^^ [(^^ - Q + (|v - 1/«)] = 0, 

^r bv + S'^ «v,^ (?v — ?/i) + 2* dy^fi [(1^ - 1^) + [riy — 1?,,)] = 0. 
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§ 3. Um die Fortpflanzung von ebenen Wellen zu studieren 
setzen wir jetzt 

|y = a cos a sin (my^ — n t) , 

(4) f]^ = a cos ß sin {mi/y — nt), 

Cv = a cos / sin (my^ — n /) ; 

dabei sind mit a.ß.y die Winkel bezeichnet, die die Ver- 
schiebung mit den Achsen bildet, mit y, aber der Abstand der 
Masse m^ vom Nullpunkt des Koordinatensystems, der als ein 
sehr entfernter leuchtender Punkt zu denken ist. 
Es wird aus (4) 

1^ = a cos a sin (iwy^ — n ^) = a cos a sin [m (y^ '-!/y) + {mt/y —nffl 
= a cos a cos {mi/y — n ^ sin m (y^ — y^) 
+ a cos a sin (my^ — n t) cos miy^^^ y^), 
also: 

Ia* "" I»' — ^ ^^® ^ ^^^ ("'y»' — tl ^) sin iii(y^ — y^) 

+ a cos cjf sin (my^ — n /) [cos wi (y^ — y^) — 1] , 

und durch ähnliche Umformungen 

^/i — ^7y = a cos ß cos (m y^ — n ^) sin m (y^ — y^) 
+ a cos /9 sin (my^ — n [cos »w (y^ — y^) — 1] , 

Ca* — fy = acos ;'COs(myy — n^)8inm(y^ — y^) 
+ a cos p' sin (iw y^ — tl /) [cos m (y^ — y^) — 1] . 

Bilden wir die Summen 2^* ^y,/* ^^^ '"^ {j/n '- !/y) ^nd 
^^^^y./i siii »»(y^ — yy)> 80 heben sich nun die Glieder paar- 
weise auf, und wir bekommen 

niy Jv — a cos a sin (m y^'— n^) ^^V a^^^ [cos7n(y^ -- y^) - 1] 

— acosß sin (my^ - n^) 2^^ ^*,f* [co8»w(y^ — y J - 1] 

— a cos 7^ sin [mi/y —nt) 2^* ^fy,^ [cos7w(y^ — y^) — 1] = 0, 

my ijy — flr cos a sin {mi/y — n^) 2'* ^».z* [co8m(y^ — y^) — 1] 
(8'){ -aco8/9sin(my^-n^)2^av,;.[co87w(y^-y^)-l] 

— a cos;' sin (my^ -^ n<)2^c?v,/*[cosw(y^ -y^)- 1] =0, 

niyh'y — « cos a sin(myy — n/)2^ ^^a* [co8m(y^ — ^v) — 1] 

— a cos /? sin (m y^ -n^)2^rf.,,^ [cosi?i(y^— y^)- 1] 

— a cos p' sin (my^ — n^) 2^* ^v,^ [cosm(y^ — y^) — 1] = 0. 
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Setzen wir jetzt, der Elinfachheit halber 

2a* a^ /« [cos fw (y^ - yy) - 1] 4- m^ n* = ^,, , 
2a* ^^ ^ [cos m (y^ - yO - 1] = A> 

und fuhren die Werte von ir.rjy.^y in die Gleichungen (8') 
ein, so bekommen wir die Bedingungen 

Ay cos £^ + /)y cos /9 + i>y cos 7' = , 

(5) DyGOQcc + Ay cos ß + DyCOsy = 0, 

Dy cos a + Dy cos ß + Ay cosy :=^ . 

Läßt man aber die Richtung der Verrückung etwa mit 

der :r-Achse zusammenfallen, so wird 

cos a = 1 , cos ß = cos y = 
also, aus (5) 

(SO Ay=^Dy = 0.1) 



') Man konnte übrigens a priori zeigen, daß jeder Koeffizient (iy,^ 
zu Null werden muß. 

Dazu lassen wir das Koordinatensystem am die «-Achse hemm 
eine Drehung (a ausführen, und nennen ^y.i/y.f^ die neuen Ver- 
rückungskomponenten; es wird 

(y = f y cos o) + ijv Bin ta y 
Tjy sa — ^y ein (i> + i/v cos a , 



*y " fsV 



und damit 

(i; — f^)' = fy' cos* ü) + J/y " sin" 6) + f^' cos* w + J/^* sin* 6) 
+ 2 (f y j^y sin 61 cos 61 — f y f ^ COS* a — SvTffi sin o) cos 6i 
~~ Sf* Vv sin 6) cos (ü — TjyTjfi sin* 6i + f/i i//« sin 6i cos a) , 

(»/y — Vfi^* =» fy * sin* fi> + )7y* cos* a + f^* sin* o) + ly^* cos* 6i 
+ 2 (— fy i/y sin Gi cos 61 — |y f/4 siu* 61 + |y i7/i sin 6) cos a 
+ Ia* '?»' ^^^ ^ ^^8 *** "" '/»' 1/* cos* a ^ ^fiijfA sin o) cos w) , 

also: 

wie übrigens zu erwarten war. 
Andererseits wird aber 

i^i - ^ii) ivi - Vix) = (^»' cos 61 + J7y sin 6) - f;* cos Gl - J/^ sin ft))(- fy sin 6i 

+ IJv cos 61 + f ^ sin 61 — l/;« cos 6)) , 
= [(fr — f /i) cos 6) + (l/y — J7^) sin 6)] [(l/y - »7^) cos 6) 

- (|y - f A*) Bin Gl] , 
= (f y - Iju) (»7y - »7/0 (cos* 61 - siu* 6)) + [{rjy - l/^)* 

— (|y — Sn)*] sin 61 cos 6), 
OarbasBO, Spektroskopie. ^ 
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§ 4. Die Bedingang ^^ = 0, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, 

2A*ay./*[cos»w(y^ — y^) - 1] + tw^ n* = 

wollen wir jetzt näher betrachten. 
Der Reihe nach erhalten wir 

WvH* = - 2^ay,^[cosm(y^ — 5^^) — 1], 



= ^/*ar„ 



^" (y^ - y^y »»* (y^ - y^f , ^^^ - y^f 



+ 



1.2 1.2.3.4 • 1.2.3.4.5.6 






• . . I . 



Vfly 



1 .2.3.4.5.6.7.8 

Nennt man X die Wellenlänge, c aber die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, so wird m = 2 nfX, n = 2 ^ c/A, 

(2»i)'(y^-y,r (2 7r)*(y^-y,)* 



;t« --2/*^»',^[ 1.2.;i« 1.2.3.4.A* 

■^1.2.8.4.5.6.;i» 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. A* "^••' 

_^ ^v.^ [ (y;.-y.)' (2 n)'(y^-y.)* (27iy(y^-y,y 

-^ m^ L 1.2 i.2.3.4.;i« "^1.2.8.4.5.6.A* 

(2«)^»(y^-y,r 



c« 



1.2.3.4.5.5.7.8.;i« 

oder, durch die Festsetzungen 



woraus zu schließen ist, daß bloß fQr 6) = der frühere Aasdniek zu 
erhalten wftre. 

Es kann nun aber die Form der Energie, in einem isotropen Mittel 
gar nicht von den gewählten Achsen abhängen, was eben zur Bedingung 
dv.fx = führt. 

Es wäre also eigentlich die Funktion ü in die Form 

(10 ü- = 1 2- 2> fl^. A* [(^ - Ia*)* + (ny - Vf*y + (tv - t^ )«j 

zu bringen. 

Wie wir sehen werden, kommt immer wieder bei denselben Um- 
ständen ein ähnlicher Ausdruck für die Energie vor (VIII. Vorl. § 1). 

Nach (1') werden die Bewegungsgleichungen zu 

und liefern demgemäß die einzige Beziehung 

(5"j Ar^O. 
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^ -»., 172— = « ' -^'' -^ - 1: 2.3.4 = * ' 



a. 



-^ »», 1.2.3.4.5.6 ' -^'' m,' 1.2.8.4.6.6.7.8 ' 



(6) c»=a + A + |^. + .^_+.... 

Es ist nun zu bemerken, daß beim Bilden der Summen 
nur die Massenpunkte m^ in Betracht kommen, welche in die 
Wirkungssphäre des schwingenden Teilchens m, fallen; be- 
zeichnet man aber den Abstand zwischen m^ und m, mit r^,y 
so wird 

yiA = yy + rf,^r cos (v^, r^,^) 
d.h. 

es ist also t/f^—j/y von derselben Größenordnung wie r^^^, 
also eine sehr kleine Größe. Nehmen wir sie als gegen die 
Wellenlänge verschwindend klein an, so erhält man 

bei größerer Annäherung kommen dann die übrigen Glieder 
hin^u. Es tritt also Dispersion des Lichtes ein, wenn 
die Wirkungssphäre der schwingenden Moleküle gegen 
die Wellenlänge nicht allzu klein ist. 

§ 5. um den Ausdruck, welchen wir für die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit aus Cauchys Theorie abgeleitet 
haben, experimentell prüfen zu können, ist es nötig, aus dem- 
selben eine Formel zu berechnen, die den Brechungsexponenten 
irgend eines isotropen Mittels, bezogen auf den leeren Raum, 
als Funktion der Wellenlänge des leeren Raumes darstellt. 

Dazu haben wir aber zu bemerken, daß aus astronomischen 
Beobachtungen sich ergeben hat, daß im freien Äther die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten verschiedener Farben sich 
nicht einmal um Viooooo ^®^ eigenen Betrags voneinander unter- 
scheiden. Wir nehmen daher an, daß im leeren Räume keine 
Dispersion stattfindet. 

Es sei nun für einen Strahl von bestimmter Schwingungs- 
periode C die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im freien Äther, 
A die Wellenlänge ebenfalls im leeren Raum, c und X Ge- 
schwindigkeit und Wellenlänge für einen ponderablen Stoff, 
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N endlich der Brechnngsexponent des Mittels bezogen auf 
den leeren ßaum. Man hat als Definition 

c k 

ZU setzen. 

Aus (6) wird also: 

hN^ cN^ dN^ 

d.h. 



^ — ^H 7i~H jr H :i6~ + **M 



wo, wie gesagt, C als eine Eonstante (eine von der Periode 
unabhängige Größe) zu betrachten ist 

Man erhält daher in erster Annäherung 



a 



und beim Einführen dieses Wertes in (6") 

1 __a_j b cC dC* 



-^ ^ >!« ^ AA ^ y|6 ^ •••> 



also: 



^* ■ ^^ 



iV^ 



_ 1 /. i R i c i jy \ 

""yi^V 2 A'A* 2 ^'^* 2 ^'^» '") 

"" ^ ^ >!« ^ ><4 T^ A9 -r • • • > 



^« • -4* ' ^» 



dieses ist aber Cauchys bekannte Formel für den Brechungs- 
koeffizienten ponderabler Körper (L Vorl. § 1), 
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Sechste Vorlesung. 

V. Helmholtz' Theorie der anomalen Lichtzerstreuung. 

§ 1. Ausdrücke fUr die kinetische und potentielle Energie. — § 2. Ableitung 
der Schwingungsgleichnngen. — § S. Fortpflanzung von ebenen Wellen im 
fireien Äther. — § 4. Fortpflanzung in der ponderablen Materie. — § 5—6. 
Gang der Absorptionskurve. — § 7. Erklärung der anomalen Dispersion. 

§ 1. y. Helmholtz' Theorie der Dispersion des Lichtes 
hat der Cauchy sehen Theorie gegenüber einen entschiedenen 
Vorteil, indem sie die Ursache der Erscheinung in einem Mit- 
schwingen des Äthers 3^ 
und der ponderablen 
Materie sucht Wie es 
nachher sich zeigen wird 
(X. VorL) kann man ja 
die y. Helmholtzsche 
Theorie fast wörtlich in 
die elektromagnetische 
Sprache übersetzen; selek- 
tive Absorption und Dis- 
persion erscheinen dann 
als Besonanzphänomene, 
eine Anschauung, wel- 
che bekanntlich (IL VorL) 
mit experimentell fest- 
gestellten Tatsachen vor- 
trefflich übereinstimmt. 
Wir denken uns etwa 
auf der y- Achse (Fig. 26) 
eine Reihe von Äther- 
teilchen, . . . Py_2 • Py-l . 
JPy . JPr+l • jPr^2 • • • 9 und 

dabei ein im Äther eingelagertes ponderables Atom A. 

Eine Störunge welche sich der y- Achse entlang fortpflanzt, 
setze nun das ganze System in Bewegung. Es werden sowohl 
die P, wie auch das materielle Teilchen A aus ihren Gleich- 
gewichtslagen gebracht; der Allgemeinheit wegen müssen wir 
annehiyien, es seien die Abstände zwischen A und dem nahe- 



o 



.i/.i 



**»♦ 



Pvi 



R*5 



Fig. 26. 



) 
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liegenden Ätherteilchen verändert; die Verschiebungen finden, 
indem die Störung eine reine transversale ist, etwa nach der 
:r-Achse (y senkrecht) statt 

Man bezeichne mit . . . yy_2 • yv i • y* • y^+i • yy+2 • • • di© Koor- 
dinaten der Atherteilchen; der Figur gemäB wird yy gleichfalls 
die Koordinate des ponderablen Atoms bedeuten; es seien 
übrigens . . . |y_2 . |y-i . |y . |y+i . 1^+2 . • • und x^ die eingetretenen 
Verrückungen. 

Was die kinetische Energie des Systems betrifft, so wird 
ganz einfach 

worin, wie leicht zu ersehen, mit pLy und m^ Massen gemeint sind. 

Etwas schwieriger gestaltet sich aber die Berechnung der 
potentiellen Energie; dazu stellen wir folgende Überlegung an. 

Befinden sich die Ätherteilchen in den gestörten Lagen, so 
werden sie von elastischen Kräften zurückgetrieben. Am besten 
machen wir uns ein Bild hiervon, indem wir diese Teilchen- 
reihe mit den Teilchen einer gespannten Saite vergleichen. 

Ist also T^ die Spannung, so wird auf P,, eine Wirkung 

ausgeübt, und zur weiteren Verschiebung d^^ ist eine Arbeit 

l -c 1 j ^^^^ 

erforderlich. Dabei ist 

.... y^+i — yv ^ y^ — yr-i = •... = c 
gesetzt worden. 

Ganz ähnliche Ausdrücke würde man für die übrigen 
Ätherteilchen erhalten; also z.B. für P^.i 

[ ^— jT^rf|,-X. 

A±i_!L_i!:±l_i!:±lU«rf|,,„ 

USW. 

Bilden wir dieJier die Summe aus den Arbeiten, welche in 
der ganzen Teilchenreihe geleistet werden, so erhalten wir 
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also, beim Integrieren^) 

Das materielle Atom übt wieder auf die Ätherteilchen 
eine Wirkung aus^ die man passend als der relativen Ver- 
schiebung proportional ansehen kann; und damit kommt der 
potentiellen Energie ein neues Glied hinzu, d. h. 

Endlich wird das ponderable Theilchen von einer elastischen, 
etwa von benachbarten Teilchen herrtlhrenden, Ejraft zurück- 
getrieben. Diese Kraft muß nun der Verschiebung einfach 
proportional sein, und damit erhält U ein drittes Glied, also: 

und 

Der experimentellen Tatsache der Absorption des Lichtes 
in materiellen Körpern gemäß, haben wir jetzt eine Dissipations- 
funktioQ zu bilden; offenbar muß aber diese Funktion nur 
von den Geschwindigkeiten der ponderablen Teilchen abhängen« 
Wir setzen daher 

§ 2. Damit werden die Lagrangeschen Gleichungen der 

Bewegung zu 

d dT ^ dU ^ dV ^ 



ö^< ölv öf»' dSr 
d BT SU , dV rt 



d« dt d Xv d Xy B Xy 

• n. 



i^iv + 4 [(^- - ^-i) - (^-+1 - ^^)] - ^'(^- - 10 = 0, 



m^x, + ß^x, - I,,) + a^x, + r^x^ = 0. 



^) Die auf die Koordinate |v wirkende Kraft ist in (*) angegeben, 
es wäre also die Untersuchung der Funktion 27,, f&r den Augenblick, 
entbehrlich; den abgeleiteten Ausdruck werden wir aber in der nächsten 
Vorlesung benutzen (VII. Vorl. § 16). Man vergleiche darüber noch die 
Gleichung (10 der letzten Vorlesung. 
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Jetzt wollen wir die Ätherteilchen P^ nebeneinandenücken 
lassen, so daß die Reihe eine kontinaierliche werde; man muß 
daher 



= #) 






\dy) P^p^ 

setzen, also: 






c \ c e ) c [[dyj p = p^__y^ [dy)p=p^ 



Läßt man, der Einfachheit halber, die Indizes beiseite, 



so wird 



(1) 



f^l-^'j^-ß'i'^-^)-^^ 



r 

[mx -h ß^{x - I) + a^x + y^x = 0, 

wo für x^c jetzt a* geschrieben worden ist 
§ 8. Im freien Äther wird natürlich 

« = /? = r = o, 

und damit 

Als Integral dürfen wir also, nach den aufgestellten Hypo- 
thesen, 

schreiben; soll nun die Bewegung rein periodische Schwingungen 
darstellen, so muß n reell sein. Dann wird / der Regel nach 
eine komplexe Größe. 
Wir setzen daher 

also: 

— = - ^- 4- -i 

wo k und c als lauter reelle Größen zu betrachten sind. 

Führt man die neue Definition von / in Gleichung (2^) 
ein, so ergibt sich leicht 
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«a^-*^ 



COS ni— — tj + i sin n (— — ^) 



Unter k ist also der Absorptionskoeffizient, unter c die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit zu verstehen. 

Aus Gleichung (1') durch Substitution des Wertes von | 
leitet man aber 

ab, also: 



und daher 



I 
1 



a'n« 



C 



2a*kn 



c 



0, 



k = 0, 



n 



C = — ^=r 



Es gibt hiernach im freien Äther keine Absorption, 
und eine Ton der Frequenz unabhängige Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit. 

§ 4. Zar Betrachtung des allgemeinen Falles übergehend 
stellen vir nun folgende Integrale dar 

(2) S « , 

Beim Einsetzen dieser Werte in die Gleichungen (1) wird 
aber 

(- OT n" + «» + /?»- «n y») ^ = /(?*«, 
und, nach Elimination der Ä und % 

ßi - mn* + a* + ß* - iny* ~ ' 

d. h. 
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ß' mn* - a^ - ß* + iny' ~ ' 

also: 

und endlich 

^ ^ n* ar a* n' \ m n* — «* — |?" + t n f "y 

Dieser Bedingung haben die Eonstanten / und n zu ge- 
nügen, damit die Gleichungen (2) als Integrale der Gleichungen 
(1) zulässig sind. 

Wir setzen jetzt den Wert von / in (3) ein, und trennen 
das Reelle vom Imaginären; es wird dann der Reihe nach 

^ji^ ß^ ß* mn*-a*-ß* 

"a« a*n« a«n« (wn*-«' -/?»)•+ nV 

, ^V » 

und endlich 






w n' — a' — ^ 



c n "" a* n (m n' — a' — (?*)• + n* /* ' 

Nach diesen Gleichungen darf man also schließen, daß 
bei Anwesenheit der ponderablen Atome sowohl Ab- 
sorption als Farbenzerstreuung eintreten wird. Dabei 
ist die Absorption eine selektive, denn es hängt die Eonstante k 
Yon der Schwingungszahl') im aUgemeinen ab. 

§ 5. Aus der zweiten unter den Gleichungen (8') erhält man 

k ^ ß^f 1 

e 2 a« (w n* - «• - ^j* + n'f* ' 

__iV 1 

\ m / nr 



2 



^) n ist ja die mit 2 n multiplizierte Schwingnngszahl. 
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Wir stellen jetzt die Bedingung 

und versuchen, ob man derart S und b bestimmen kann, daß 
e eine von der Schwingungszahl (n) unabhängige Größe werde. 
Beim Entwickeln wird 

V m j m\ w» / 

also: 

tn \ m ) m* tiv 

der Bedingung wird daher genügt indem man 

m m nr 

setzt Hieraus leiten wir 

^ /«' + 1^ - ^ 



ab; und folglich 
k ß^f 



2a*m* / .._ r* \ / . . ^ y* \' 



n 



i _ 



et» + Ä« _ j:!-\ ^ /«« + /jj -. j1 



4 m' \ w 



tn / 4 m* \ m 4 iw' 

l^r» 1 



2 a« m« (n» - v*)* + 4(ü« (v« + w^)' 

WO der Einfachheit halber 



m 4 m' 



gesetzt worden ist. 
Es ist nun 



K4) _ .. 



- 4n(n* - V*) 



dn 2 a« m« [(n* - v*)* + 4 w» («^ + ö*)] 



2M« ' 
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für die Gleichung 



(i) 



dn 







erhält man daher drei verschiedene Wurzeln, indem man 
entweder n = 0, oder n = oo oder endlich n = f setzt. Wie 
leicht zu ersehen, entsprechen aber die erste und die zweite 
Lösung einem Minimum, die dritte dagegen einem Maximum 
der Funktion. 

§ 6. Bezeichnen wir den Maximalwert von k mit k^ und 
den entsprechenden von c mit c^ so wird 



und 

es ist aber 
und daher 



A 
^ 



Die letzte Gleichung zeigt nun, daß, wenn n und v 
konstant gehalten werden, die Größe k/c um so größer im 
Verhältnis zum Maximum der Absorption A^/c^ ist, je 
größer co^^y^lim^. Kleine Werte des Reibungskoeffi- 
zienten y geben also schmale Absorptionsstreifen. 

§ 7. Bei mäßiger Absorption darf man nach (S') 

^^ c« "" a« a* n« a«n« (mn« - a« - ß*)* + nV 

schreiben. Bezeichnen wir nun mit C die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit im freien ßaume, so ist das Brechungs- 
verhältnis N unseres Mediums 

für n* » (a* + ß^jm , welches nahezu der Wert für den Streifen 
der stärksten Absorption ist, wollen wir es mit 9t bezeichnen. 



JV2 
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Aus (3") wird nun 

a «« + /?* 

„ C2(JL P^ ^ g*/^ ^ ^ 

\ m I m} 



a*n*»» 



n 



« _ 



' 4 m* 




I» / 4 m* \ m 4 m' 

V »* o* nV a* n* m (n* - y*)* + 4 ü)« (y« + w«) 
und 

ftlso* 

"''^ a« n* w (n« - v*)« + 4 w« (y* + cu«) 

Bei schmalem Absorptionsstreifen können wir die Änderung 
des Faktors 1/n' vor der Parenthese vernachlässigen; dann ist 
aber, wie sich oben zeigte, cq^ eine kleine Größe. 

Man erhält daher, annäherungsweise, 

d n a*n*m dn (n« - y")* + 4(ü\y* + ca«) ' 

und, der Reihe nach 

d( N* - 9^«) C»^ 2n [(n^ - y^ 4- 4cu«(v« + cj«)] - 4n(n» - y« - 2o>«)(n« - y«) 

dn a«n*m [(n*-y*)* +4 ««(y« + <»«)]• 

^ Cy _ 2n (n* - yy + 8na)*(y« + o)») + 8ncu«(n« - y«) 
a«n*m [(n» - y»)* + 4 ««(y« + w«)]« ' 

^ C|g* - 2n(n«- yV + 8ncu«y« + 8n6i«(n«-y«) 
'^ a«n*w [(n* - y*)« + 4«« (y« + w«)]* ' 

^ _ Cff* ~2n(n«>-yV + 8ü)«n« 



a«n«m [(n« - y«)* + 4 w« (y« + w»)J 



«Ml > 



f 4^ == _ 2C|g* - (»» - y«)* + 4 cj* n^ 

^ ^ a« nm [(n* - y«)* + 4w*(»'* + w'')]* ' 

flir die Gleichung 



62 Sechste Vorleenng. 

erhält man also drei Wurzeln, d. h., mit n ~ cx) , die Wurzeln 

der Gleichung 

(n« - 1/2)2 -4(i>2n2 = 0, 

was, angenähert 

(5) n*-i/2 = ±26>ff 

liefert. 

Die Wurzel n = oo ist aber nicht zu berücksichtigen, da 
die ganze Rechnung unter der Hypothese durchgeführt wurde 
daß n im Absorptionsgebiet sehr wenig yariiere. 

Es bleibt zu entscheiden, ob die in (5) angegebenen Wurzeln 
einem Minimum oder vielmehr einem Maximum der Funktion 
entsprechen. 

Dazu bilden wir die zweite Ableitung 

= __ ^^^ l [( n'-0* + 4cü«(y« + a>*)?[- 4n(n»- v ^-hSo^n] 

_ g [- (n^ - v^y + 4cj^n»] [ (n' - y«)» + 46) «(y « + cj«)] n(n* - y») 1 

[(n« - y«)* + 4 ö« (y« + öl«]]* J ' 

^ __ 2 0^/?* f - 4n [(n» - yy + 46)» y«]« (n« - y«) 
a" n w l [(n» - y*)» + 4 w« (y« + w«)]* 

_ g [- (n* - y^* + 46)« y»] [(n» - y«)* + 46)« y«] (n' ~ y«) \ 

[(n« - yT + 40)» (y« + 6)»)]* J ' 

= , 8 0'/^ f [(n«- y*)« + 46)«y«]Mn»-y«) 
"^ a^m l [(n* - y«)» + 46)«(y» + 6)*)]* 

, 2 [ - (n* - y^ + 46)» y»] f(n» - y«)« + 46)« y»] (n* - y') ^ 

^ , SCß* (n« - y«) ^ [(n* - y«)« + 46)« y«] + 2[-(n« - y«)« + 4o« y«] 
"^ a«m * [^n«-y«)«+46)«y«]« ' 

für n* — a'* = ± 26> V ist aber 

-(n2-i^y + 4Q)2 1/2 = 0, 



also: 






ö n* -^ a« m (8 6)« y«)« ' 

1 C«|9* 



^ ^ ^ 4 a«fW6)«y» 

Das obere Zeichen in (5) und (6) entspricht also einem 
Minimum und das untere Zeichen einem Maximum der Funk- 
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tion JV^ — SR^. Es ist noch zu bemerken, daß nach (4) flir 
tt =s= f wird 

dn "" a^vm [40* (»'* + «*)?' 

die Funktion N* — W ist also im Absorptionsstreifen eine ab- 
nehmende. 

Wir werden also beobachten müssen: 

a) für eine Frequenz welche ein wenig größer ist 
als die Frequenz^ die dem Absorptionsstreifen ent- 
spricht, ein Minimum des Brechungskoeffizienten; 

b) für eine kleinere Frequenz dagegen einMaximum. 

Die Kurve der Brechung verändert sich dabei 
kontinuierlich^ auch zwischen Maximum und Minimum, 
indem sie durch den Absorptionsstreifen hindurch, 
von jenem zu diesem absteigend verläuft 

Es stimmen aber diese Resultate mit den Erfahrungs- 
tatsachen in bewunderungswürdiger Weise überein (I. Vorl. § 2). 



Siebente Vorlesung. 

Mechanische Bilder fDr die MoiekOie zusammengesetzter 

Körper. 

§ 1 — 3. Einleitendes. — § 4 — 7. Mechanisches Bild für ein zweiatomiges 
Molekül. — § 8 — 9. Kontrollversuche. — § 10 — 14. Mechanisches Bild eines 
dreiatomigen Moleküls. — § 15. Verallgemeinemng des Modells. — § 16. Eine 

andere Art der Koppelung. 

§ 1. Eine allgemeine Theorie der Lichtemission wurde 
zuerst auf elektromagnetische Grundlagen gebaut und dies 
ist auch leicht zu verstehen. 

Nach den Untersuchungen Ton Bunsen und Lockyer 
(I. Vorl. § 8) wird das Spektrum eines Elementes nicht ver- 
nichtet , wenn das Atom in ein zusammengesetztes Molekül 
hineintritt; es werden dabei zwar sehr oft die Linien verschoben, 
behalten aber ihren Charakter und ihre frühere Verteilung. 
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Denken wir nns das Atom als ein System xan Leitern, 
resp. Ton elektrisierten Teilchen^ so sind jene Tatsachen aof 
Femwirknngen znrfickznf&hren (XÜL, XIV. nnd XX. VoiL); 
bei rein mechanischen Bildern dagegen ist die Bewegongs- 
übertragong nicht so einfach zu begreifen. 

Erst in neuester Zeit hat nnn Herr Ä. Filippini aof An* 
regang des VerÜEUsers, dnrch Bearbeitong eines klassischen 
Problems nachgewiesen, daß bei der Koppelung schwingender 
Systeme Periodenänderungen herrorgemfen werden, welche mit 
den LinienTerschiebungen der Lichtspektren eine grofie Ähn- 
lichkeit zeigen. 

Die Systeme, die Herr Filippini betrachtete, sind ans 
einfachen Pendeln zusammengesetzt; wir beginnen daher die 
Erörterung seiner Untersuchungen am besten damit, daß wir 
uns zunächst die wohlbekannte Theorie der Pendelschwingungen 
ins Gedächtnis zurückrufen. 

§ 2« Wir betrachten also ein einfeushes Pendel, und nennen 
/ seine Länge, m seine Masse, d die (sehr kleine) Winkelver- 
schiebung, ff endlich die Gravitationsbeschleunigung. 

Dann ist 

^ "■ 2 ' 
rr_ mg 16* 

und, bei Vernachlässigung des Luftwiderstandes 

zu setzen. 

Die Lagrangesche Gleichung nimmt daher die Form 

Id +ffd^O 
an, oder, was dasselbe ist 

Hieraus leitet man die Charakteristik 



d.h. 



2>^ + f = 0, 



i>=±yf, 
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und die Periode 

ab. 

Um Bezeichnungen der Optik zu gebrauchen, können wir 
also sagen, daß das Pendel ein Spektrum mit einer einzigen 
Linie emittiert 

§ 3« Im vorigen Paragraphen war der Aufhängepunkt 
des Pendels stillschweigend als fest Torausgesetzt. Jenen Punkt 
wollen wir jetzt auf einer geradlinigen Strecke horizontal 
schwingen lassen. Weiter nehmen wir an, daß die genannte 
Strecke in der Ebene, in der das Pendel sich bewegt, liege. 

Es wird also, mit leicht zu begreifenden Bezeichnungen 

und, wie vorher 



U=: 



mgie^ 



d. h. 



und 



2 
Auf diese Weise bekommen wir die Bewegungsgleichung 

16 jr-8i^-5-+yÖ = 0, 



4n*0 . 2nt 

sm 



Diesem Werte darf man natürlich eine Lösung der Gleichung 

hinzufügen; es emittiert also das Pendel mit schwingendem 
Aufhängepunkt ein Spektrum von zwei Linien. Eine von diesen 
stimmt jedoch der Stellung nach mit der Linie überein, die 
das schwingende System des vorigen Paragraphen ausstrahlte. 

§ 4. Der Prozeß wird noch verwickelter, wenn wir zwei 
Pendel zusammenschwingen lassen, und zwar so, daß das untere 
Pendel an die Kugel des oberen angehängt ist, wie aus der 
Fig. 27 ersichtlich. 

Oarbaiso, Spektroskopie. 5 
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Man bezeichne mit ^ die Länge und mit m^ die Masse des 
oberen, mit ^ die Länge und mit m, die Masse des unteren 
Pendels. 

EiS seien femer M^ (Fig. 28) und M^ die Stellungen von 

C 




Fig. 27. 




Fig. 28. 



m^ bzw. m^ zur Zeit t^ C der Aufhängepunkt des oberen 
Pendels, C F[ und M^ V^ die Lotrichtungen durch C und M^, 
Wir setzen 

Dann ist, wie leicht zu berechnen 

die Bewegungsgleichungen 

d BT ^ dU f. 

1 — r —rT~ =* ^* 



dtdßi ö ^1 
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und 

jd_dT_ du ^Q 

dt dßt dö, ' 

nehmen also die Form an 

and 
d. h. 

wo^ der Einfachheit halber 



Pt^9^i 
gesetzt worden ist 

Wie seiner Zeit angegeben wurde, wird jetzt die Elimination 
ausgeführt, indem man jeder Variabein die Determinante der 
Koeffizienten yorsetzt (vgl. IV. Vorl. § 3). 

Schreiben wir also d statt d^ und d^, so bekommen wir 

-(Pi+p2 + ^ik^^ Pi 



m 



2 



l^B' p, + m, /, 2)« 



Ö = 0. 



Beim Entwickeln dieser Gleichung erhält man 

[(ft + ft + »^ ^ -ö») (P3 + m, /, i)«) +;,,»,, ^ i)»] ö = , 
cL h. 

oder noch 

1) [^*K + m,)+ff{m, + m,](/i + ^ D» + mj ^ /,i)»]Ö = 0, 

und endlich 

|>»{1 + c) + g{l + c){l, + /,) Z)» + /, /, 2)*] Ö = 0, 
wenn 






gesetzt wird. 

Die letzte Gleichung bietet einiges Interesse insofern sie 
zeigt, daß die Erscheinung nicht von den Massen m^ und m,, 
sondern nur von ihrem Verhältnis c abhängt. Als Charakteristik 

6* 
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leitet man 

i^^l + c) +y(l + c){l, + l,)D^ + ^ /,2)* = 

ab; das System strahlt also ein Spektrum von zwei Linien, 
mit den Perioden 



und (2) 



^ V g(l +e)(l, +i;)-yl/(l +e)«ft+««-4(l+cKJi ' 



aas. 

§ 5. Wir wollen jetzt einige Spezialfälle betrachten. Ins- 
besondere nehmen wir an, daß die Masse »ij sehr groß gegen 
iiij, ist, und zwar so groß, daß man 

c = 
setzen kann. 

Dann wird 

V 9lk■i■k-^k-k^]' 

durch eine ähnliche Umformung erhält man 

Mit anderen Worten, wenn wir durch ^ und T^ die 
Perioden bezeichnen, welche den isolierten Pendeln znkommen, 
alsdann dürfen wir 

setzen. 

Die Eigenperioden wurden also durch die Koppelung 
gar nicht verändert; es entspricht dieser Fall den Hypothesen 
des dritten Paragraphen. 

Wenn c klein, aber nicht allzu klein ist, leitet man aus 
Gleichungen (2) 
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and 



» K s-(l+c)(i, + ^) + 



ab. 

Diese Werte kann man nun durch passende ümformnngen 
TereinÜEMsben. Wir stellen daza folgende Überlegang an. 

Es ist 

und daher •■ ^'^-'^ri 



Kl?(i+c)(/,+ii)-y(?, -y 



1 +0 ^ ^^ 



(k - ^)* 



auf ganz ähnliche Weise erhält man 

(20 j;' = 2;(i-i-^). 

Es ist ausdrücklich zu bemerken, daß bei dieser Ableitung 
stillschweigend die Verhältnisse 

und 



als nicht zu groß angenommen wurden. 
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und 
ab. 



Je nachdem T^^T^, d. h. ^i S ^3 > leitet man aus (2') 



■^2 



2 



Durch die Koppelung wird also die längere 

Periode verlängert und die kürzere verkürzt 

Es ist weiter 

J k (l_ 

d. h.: die längere Periode wird um. so mehr nach dem roten 
Ende hin des Spektrums verschoben ^ je größer das kleinere 
Pendel ist; die kürzere Periode dagegen wird um so weniger 
nach dem violetten Ende hin des Spektrums verschoben^ je 
größer das längere Pendel ist 

Diesen Ergebnissen kann man einen höchst merkwürdigen 
Ausdruck geben. Wären nämlich die Perioden der isolierten 
Pendel unbekannt^ so würden wir aus der Erfahrung ganz ein- 
fach entnehmen können, daß, wenn in dem System das eine 
Pendel unverändert bleibt, während die Länge des anderen 
fortwährend zunimmt, daß dann eine Linie (und zwar die dem 
unveränderlichen Pendel entsprechende) allmählich nach dem 
roten Ende des Spektrums hinrückt, 

Wie leicht zu ersehen, stinimt aber dies Resultat mit den 
angegebenen (I. Vorl. § 8) Versuchsergebnissen von Bunsen und 
Lockyer vortrefflich überein. 

Hierzu möchte ich noch bemerken, daß es wohl eine 
Willkürlichkeit ist, wenn wir sagen das eine Atom in einem 
zusammengesetzten Molekül emittiere gewisse Linien, und 
die übrigbleibenden Atome emittieren die anderen Linien des 
Spektrums. In Wirklichkeit strahlt, wie aus dem Modelle 
zu folgern ist, wahrscheinlich jedes Atom das ganze 
Spektrum aus (man vergleiche darüber die XIII. sowie die 
XX. Vorlesung). 

§ 6. Auf die Theorie von Filippini zurückgreifend, wollen 
wir jetzt den Fall betrachten, daß die Pendel der Masse und 
der Länge nach genau gleich sind. 
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Aus den Gleichungen (2) leitet man 



= 1,31 2" 
ab, und durch ähnliche ümfonnungen 

2»» __ ^ 

= 0,54 T. 

Die Schwingungen der Massen m^ und m^ werden also 
durch die Summe yon zwei Gliedern dargestellt, deren. Perioden 
im Verhältnis der Zahlen 181 und 54 stehen. 

§ 7« Lassen wir endlich m^ zu Null werden^ so wird aus 
Gleichung (1) 

was auch leicht vorauszusehen war: das System schwingt wie 
ein einfaches Pendel mit der Länge /j + /,. 
§ 8. Nach den Gleichungen (1) und (2) ist 

Ö = ^1 sin 2;r ^^ - qp^j + A^ sin2;r ^^^ - qp,j ; 
man kann -aber 

schreiben, d. h. 

und dadurch wird der Ausdruck von ö zu 

Ö = ^j sin 2 ;r [-^ - <p^ 

\ i ( T* — T* W 

+ A^ sin 2n^- 9-, - ^qp, ^ (p^ - 'y^« j,; <JJ . 



72 Siebente Vorlesung. 

Es geht also die Erscheinung in derselben Weise vor sich, 
als ob 6 die Summe aus zwei Gliedern mit der (gemeinsamen) 
Periode Tj*^ und dem (veränderlichen) Phasenunterschiede 

wäre. 

Sind nun 2\* und T^* beinahe gleich, so ist auch das 
eine langsam veränderliche Größe; während einer Schwingung 
z. 6. behält annäherungsweise das seinen Wert 

Ist =: l,2,S,...y d. h. = 2n'^, so hat man ganz 
einfach 

Ö = 4 sin 2 ITT (^ — qpg + A^sm2n^-^'-(p^y 

= (Ai + Aj) sin27r (-^ - y^) 
zu setzen; ist im Gegenteil = [2n + l)'\, so wird 
ö = ^ sin 2 ;i (^ - qPi) - ^3 sin 27r (^ - qPj) , 

Den Werten = 2 n • -| entsprechen also Maxima der 
Schwingungsamplitude, den Werten <2> = (2n + 1)-^ dagegen 
Minima. 

Setzen wir der Beihe nach 

<y = y, - yi - ^r^y f' == 2 n-i, 

«»" = y, - Vi - ^^^<" = 2(» + l).i, 
so leiten wir 

7^* — y * 

"T7lF'"=^2-?^i-2(n+l).i 

ab; also: 

^^^{t' - O = [2(« + 1) - 2n]-i, 

= 1, 
und hieraus 

Z' — f" — ^^ ^« . 
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durch das Zusammenwirken der Schwingungen werden daher 
Schwebungen heryorgebracht mit der Periode 

§ 9« Durch Beobachtung der Schwebungen läßt sich nun 
Theorie und Erfahrung miteinander yergleichen, wie es Herr 
Filippini auch mit großem Geschick gezeigt hat 

Er wählte zwei Kupferkugeln vom Gewichte 3810 bzw. 
41 g und stellte damit zwei getrennte Pendel her, deren 
Schwingungsperioden er bestimmte. Aus den Perioden wurden 
nun mittels der einfachen Formel 



l^ 



4 71^ 



die Längen bestimmt; sind aber die Längen ^ und l^ be- 
kannt, so liefern Gleichungen (2) die korrigierten Perioden 
T* und T*y woraus wieder die Schwebung % sich berechnen 
läßt. Zuletzt wurden die Pendel zu einem System nach Fig. 27 
zusammengesetzt, und dessen Schwebungsdauer durch direkte 
Beobachtung bestimmt. 

Nach dieser Methode erhielt man folgende Tabelle, 





e » < 


0,011 




% 


^1 


T* 


T, 


V 


beobachtet 


berechnet 


1",40 


1",41 


1",08 


1",07 


4",6 


4",4 


1",40 


1",46 


1",38 


1",81 


12",0 


12",7 


1",40 


1",37 


1",64 


1",66 


7",1 


7",8 



welche ja eine recht genügende Übereinstimmung zwischen 
Theorie und Erfahrung erkennen läßt 

§ 10. Das System, das in Fig. 27 dargestellt ist, liefert 
ein Spektrum mit zwei Linien. Sehr leicht können wir jedoch 
unser Bild verallgemeinern. So strahlt z. B. das Modell der 
Fig. 29 drei Linien aus. 

Mit leicht zu verstehenden Bezeichnungen wird in diesem 
Fall 
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V^i[m,l,d,^ + m,{l,d,^ + l,d,^ 



+ m,{l,d,' + l,d,^] 




d. h. 



Fig. 29. 

Jetzt hat man also drei Bewegungsgleichongen zu schreiben, 



d dT , dU ^ 



dt ddi 

_d_ d_T^ 
dt d 6^ 



+ 



d d^ 
du 



d BT ^ ^ 

TT' + ~r 



du 



0, 



= 0; 



dt öö, dOs 
oder, beim Einsetzen der Werte von T und D 

+ ff{m^ + wig + ^5)01 = 0, 
Setzen wir, der Einfachheit halber 
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Pi ^g^i> 

P2=g^2' 
Pz = g^z y 
80 bekommen wir durch leichte Umformungen 

und daher 
' -iPi+Pt+Pi + ^ih^^) P2 Ps 

m,l,D^ pi+m,l,D^ 

wenn wieder ö statt ö^ • ö^ und Ö3 geschrieben wird. 
Führt man weiter die Bezeichnungen 









'' 


•- = e 
1 




ein, so erhält man 








—{ff+ffc+fft 


, + 1,1)') 


yc ^« 


(3) /, 2)« 


ff 


+ /ji)« 


l,J)^ 




i7 + ^-ö* 


oder, was dasselbe ist 






-iff + h^') 


ff<^ 


5'« 






ff + (/,+ /,) D' 


ff + h^' 





d: 




ff 


+ (^ + g ^' 


ü 


ff + hD' 





Ö = 0, 



Aus dieser Gleichung folgt aber unmittelbar die Charak- 
teristik 

(4) +gc[ig + [h + k)D^^{g + hD^\ 

+ g^[ig + (^1 + h)^'^{9 + h^^\ - 0. 

§ 11. Es ist nicht der Mühe wert^ die Wurzeln der all- 
gemeinen Charakteristik aufzusuchen; immerhin können wir 
einiges durch die Betrachtung von Spezialfällen lernen. 

Setzen wir zunächst 

c = = 0; 
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dann wird 



d.h. 



-{9 + h^*) 





ff + h^' 







ff + ls^* 



= 0, 



{ff + l,I)'){ff + l,D'){ff + l,!)'} = 0, 



es sendet also das zusammengesetzte System (Molekül) dieselben 
Linien aus, die von den isolierten Pendeln (Atomen) emittiert 
werden. 

§ 12. Wird bloß e = gesetzt, so bekommt man 



-iff+ffc + l^J)') 



l^B* 



ffc 

ff + U^' 







ff + h^ 



= 0, 



-{g+ffc + l,J)') 



gc 
ff + h^' 



= 0, 



d.h. 

(y + ^-ö*). 

und endlich 

[ff + hD').[ff'{l + c) + ff{l + c){l, + l,)D' + l,l,D^] = 0. 

Wie leicht zu ersehen, werden jetzt drei Linien mit den 
Perioden T^*, T* und T^ ausgestrahlt; dabei ist 

und die Werte von T* und T* sind aus den Gleichungen (2) 
zu entnehmen. 

§ 13« Drittens wollen wir c und e als kleine Grotten be- 
trachten, was einem im Paragraphen 5 behandelten Falle ent- 
spricht Sind c und e so klein, daß man die Glieder zweiter 
und dritter Ordnung gegenüber den Gliedern erster Ordnung 
Temachlässigen darf^ so können wir offensichtlich der Charak- 
teristik (4) die Form 

geben. 
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Beim Entwickeln bekommt man nämlich folgende Glieder 
erster Ordnung 

-g-^^g + i^^^^ + iz^*) 

oder, nach leichten Umformungen 

was eben mit den Gliedern erster Ordnung von Gleichung (4) 
Yollständig übereinstimmt. 

Es kommt daher unserem System ein Spektrum mit drei 
Linien zu, deren Perioden durch die Formeln 

zu bestimmen sind. 

§ 14. Sind die Massen m^, m, und m, von derselben 
Größenordnung, so wird im allgemeinen Gleichung (3) zu ver- 
wickelt, und die Perioden lassen sich nicht mit einfachen Rech- 
nungen angeben. Doch wollen wir noch den Fall betrachten 
in dem 



/, 



^2 = ^3 



/, 



wij = m^ = wi« ^ nt 



ist, was den im Paragraphen 6 angestellten Hypothesen entspricht 
Jetzt wird als Charakteristik 






ff 

ff + lD' 





9 



ff + lD^ 



= 
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erhalten, und daher 

d. h., der Bäihe nach' 

{ff + lJ)^[(ff + IDy + 2 ff (ff + 2/2)*)] = 0, 

iff + lD') [3 iff + ID*}* - 2 /* 2)*] = , 

{ff + lI>')[{ff + lD^yS-lD»y2][{ff + ll)')ys + lD*y2] = 0, 

{ff + iD*)[ffYs+i{y9-y2)i)*][ffYs+i{ys+y2)i)*]=o. 

worfius sich unmittelbar die Perioden . ableiten 



T,* = 2n l/iÜ^l^ = r l/^^^ - 0,48 T, 



Die Schwingungen der Massen m^, m^i und m, werden 
also durch die Summe von drei Gliedern dargestellt, deren 
Perioden in den Verhältnissen der Zahlen 43, 100 und 185 
stehen. 

§ 15. Sehr leicht läßt sich die im Paragraphen 18 ent- 
wickelte Theorie für den Fall verallgemeinem, indem an dem 
Stabe (Fig. 29) statt zwei, n verschiedene Pendel hängen« 

Es nehmen dann die Bewegungsgleichungen die über- 
sichtUche Form an 

mlÖ + ^ym^(l6 + K Ö^) + g(m + ^^m^) Ö = 0, 

m^[l6 + h6y]+gmydy^0 . (v=1.2...n) 

Setzt man den vorigen Bezeichnungen entsprechend 



tn 



Cyj 
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seien durch die Winkelkoordinaten 6^ und d^ in üblicher 
Weise bestimmt 
Es wird dann 

2" = i [i«i li' + M. I2' + m, {l, 6, + ^,f + m, {l, 6, + i,)y , 
und 

wie man durch eine, der in Vorl. VI. § 1 angegebenen ganz 
ähnliche Rechnung leicht beweisen kann. 
Hieraus leiten wir 



d 


BT 


dt dSi 


d 


BT 


dt dkt 


d 


BT 


dt 


ÖÖ, 


d 


BT 



= Ml ll + »»1 ('1 öl + ll) , 



= /*J I2 + "«2 [h <?2 + I») > 



TT TT = "4 ^1(^1^1 +li). 



— ;^ = "».^2(^i6i» + l2)» 
ab, und daher 



d_ü _ I. » f,-f. » 
« f^ _ f. -8 . g«-^. ,» 



f. 



I«i ll + m, (/, öl + I.) + -^ T* - 



l> 



f.-f, 



l.-f. 



^lÖi+li+i7Öi=0, 

d. h., bei einfachen Umformungen 



Vi ll -i7»«i ö, + (4 + 4) ti - y It 
/^i2 - ^"»1 ^2 - x^i + (t + 1")^» 

^iÖi+li+^öi=0. 



.2 



0, 
0, 



0, 
0. 
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Setzt man^ der Einfachheit halber 

a o 



^c, 



so nehmen die Bewegungsgleichangen die £ndform 



M + ^ + ii, Z)»)|i-5|, 



ff "«2 ^^2 



0, 

0, 



an; es genügt also jede Koordinate einer Differentialgleichung, 
deren Charakteristik 



-(A + B + fi^ D*) 
B 





B 



■m,ff 







9 + hD^ 

B^ <7 + /,i>- 



'»2.'?' 





= 



ist Wie man aus dieser Gleichung entnehmen kann, strahlt 
unser System ein Spektrum von vier Linien ans, doch liegen 
die Verhältnisse leider zu verwickelt, als daß wir ganz allgemein 
die Eigenperioden angeben könnten. 

Um ein besonderes System vollständig zu berechnen 
wollen wir daher folgende Festsetzungen einführen 



^1 
A 



D 



0. 
6' = 



h, 



m^ = m^ = in 

/, = /» = /; 
wodurch die Charakteristik sich zu 



■ -2h 


Ä 


mg 





k 


-2A 





mg 


B^ 





g + lB^ 








B^ 





g+lB^ 


[formen läßt. 








Qarbasao, Spektroakople. 









= 



6 
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Der Reihe nach wird jetzt erhalten 

-2h h mg ' '-2A 

Ä -2A mg _ B^ 

D^ g + lJD^ """, h 



D^ g + lD 



2 







h mg 

Og + lJ)^ 
2A m^ 
i>2 5^ + /i>^ 



-2A my A 
D^ g + lD^ 

A -2A my 
D^ g + lD^ 



j — 2 A mg 



n 



A m^ 

^ + /i>^ 



- A 



»w^r 



2>2 ^ + Zi)' 



-3A 



mg 



B^ g + lD 



2 



= 



Es spaltet sich nämlich die Charakteristik in zwei Glei- 
chungen, also: 

hg-\- [Ih + mg)l)^=0, 

Shg + {Slh + mg)I>^=0; 
woraus folgende Eigenperioden sich ableiten 



und 



^.•-2«l/nlf' = 2»l/II'+iTf)- 



In praktischen Fällen ist nun mgjltl eine ziemlich kleine 
Größe, und wir nehmen daher an es seien die Glieder zweiter 
Ordnung schon zu vernachlässigen. 

Dann wird 



(5) 



T,*=2«|/^(l+ie) = 2'(l+J-e). 
2'3*=2«|//(l + l«)=2'(l+i«), 



WO für mgjhl e geschriehen ist 
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Mit anderen Worten: Es senden zwei genau gleiche 
Pendel zu einem System gekoppelt ein Doublet aus. 

Sind durch direkte Versuche T* und T* bekannt, so 
können wir leicht T und 6 berechnen; denn aus den Glei- 
chungen (5) folgt 



und 









Es wäre z. B. möglich, zu berechnen, wie groß Pendel und 
Spannung sein müssen , damit das System die zwei (Natrium) 
j^-Linien aussende. 



6 



Dritter Abschnitt 

Elektromagnetische Theorie, 



Achte Vorlesung. 

Leiter mit einem einzigen Freiheitsgrad: eleictromagnetische 

Emissionstheorie. 

§ 1. Gleichungen des elektromagnetischen Feldes. — § 2. Das Vektor- 
potential; Umformung des Ausdruckes fUr die magnetische Energie. — 
§ 3 — 4. Neue Ausdrücke für die potentielle Energie und Dissipationsfunktion. 
— § 5 — 7. Schwingungen in einem Leiter mit einem einzigen Freiheits- 
grade. — § 8 — 10. Das Feld um eine geradlinige Schwingung. — § 11. Poyn- 
ting'scher Satz. — § 12. Berechnung der von einer einfachen Schwingung 
ausgestrahlten Energie. — § 13. Anwendung auf die Lichtemission. 

§ 1. Es wurde in der zweiten Vorlesung gezeigt, daß 
durch Hertz sehe Erreger und Resonatoren die Vorgänge der 
Emission, sowie der Brechung und Dispersion des Lichtes 
nachgeahmt werden können. Zur Betrachtung der elektro- 
magnetischen Theorien übergehend fangen wir daher am besten 
damit an, daß wir die Schwingungen eines einfachen Erregers 
und die Größe seiner Strahlung berechnen. 

Die Gleichungen der Elektrodynamik für ruhende Körper 
schreibt man nun passend, nach H. Hertz, in der Form 



(1) 



j dL _ dZ 87 
^^ dt - dy" d7* 

^ c^M ^dX _ dZ 
^ dt dz dx ^ 

. d_K _ dY _dX 
^ d i dx dy ^ 
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. dX , , ,^ v- dM dN 

(2) { A,Y,+4„AXr=^^-/--i^'-, 
^ ^ dt ox ox 

A,~^-- + AnAXZ^-^.^- ^^.^) 

Hierbei sind mit X, Y^ Z bzw. L^ M, N die Komponenten 
der elektrischen bzw. der magnetischen Kraft, mit 6 
bzw. ju die Dielektrisierungs- bzw. die Magnetisierungs- 
konstante, mit X die Leitungsfähigkeit, mit IjÄ endlich 
die Lichtgeschwindigkeit [=3.10^^(0.8""^)] bezeichnet. 

Es wird durch 

(3) T= ^-^ i[L^+M^+N^dT 

die magnetische Energie, welche im Kaume r enthalten 
ist, angegeben; durch 

(4) U^-l[[X^+Y^^Z^dT 

dagegen die dielektrische Energie (man vergleiche hierüber 
die V. Vorlesung § 3). 
Sehr oft setzt man 

(5) f=XX, y = Ar, A = AZ, 

und nennt f, ff und h die Komponenten des Leitungs- 
stromes. 

Dann ist die Dissipationsfunktion (also die Hälfte 
aus der Joule sehen Wärme) nach der Formel 



(6) 



V^lfl{X''+ Y^+Z^dz=-lj'-]^(r-+if^+h^dT 



zu berechnen. 

Aus den Gleichungen (2) erhält man 



(7) 



ötj \dx dy ax I 



+ 4 



, r ^ (d X , d Y , d Z\ . f. 



*) Das benutzte Koordinatensystem ist wie vorher von solcher Be- 
scha£Fenheit, daß, wenn die Richtung der positiven x von uns aus nach 
vom, die der positiven x von uns aus nach oben geht, alsdann die y 
von links nach rechts hin wachsen. 
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und wenn A, in t überall gleich Null ist 



d 
di 



d.h. 



/*(K 



-_ + iI+ «^ 



dy 



dx 



)rfT = 0, 



r IdX BY ^ dZ\ . , 



hierin ist mit q eine konstante (von der Zeit unabhängige] 
Größe, die sogenannte Elektrizitätsmenge gemeint 

§ 3« Man setze 



F^ -L- 



und 



ßo., 



G 



(•) 



-( 






=/' 



)- 



dz , 



M 



ff-ßdr, 



= .( 



öH BF 



dx 



dx 



). 



wo r den Abstand des Raumelementes dr vom Punkte (x, y, z) 
bedeutet 

Es soll nun gezeigt werden, daß bei konstanten bzw. bei 
langsam veränderlichen elektrischen Kräften, System (*) ein 
Integral von System (2) darstellt. 

Es wird nämlich 



d M 

d 



:^.~ [dx'dx dx*)' dy " [dx dy dy'^r 



und daher 



dJH _ ö iV _ 
d X dy 



d fdF dO d H 
dx \dx "^ dy "^ dx 



)- 



JF 



Wir erhalten aber, wie leicht zu berechnen 



d f d ^ d H f. j . jy i j' 

+ . -f = und — A F = 4n/ , 

o y ^ ^ ' 



o X 



dx 



also: 



dM dN , ,,, 
dx d y ' 



was eben zu beweisen war. 

Hiemach wollen wir den Ausdruck (3) für die magnetische 
Energie umformen. 
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Es wird 

und nach dem Gaußchen Lehrsatz (IV. Vorl. § 6) 



+ ■•. 



dr , 



^ - 8nj r lö* d'y) 

^4^rjfr±iftAKdrdr'. 

Werden nun die Ströme durch dünne Drähte geleitet, so 
erhält man 



'-"^ff- 



COS e , , / 
asds , 



wo mit 6 der Winkel [ds^ ds) gemeint ist 

Nehmen wir weiter an, es gäbe nur einen einzigen Draht, 
und es habe der Strom überall dieselbe Intensität, so hat man 
endlich 



«, A^ ^ i^ r/cos6 



ds d s , 



(3') =|^^*'> 



L^A^fxff'-^'dsds' 



zu setzen. Z wird bekanntlich als Selbstinduktionskoeffi- 
zient des Leiters bezeichnet.^) 

^) Beim Vergleichen der Ausdrücke 

(F/*+ Og + Hh)dt 



r-'-/f 



und 

wird 

(3") L»«= Ä^fifiFf-h Og 4- Hh)di, 
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§ 3. Einer ähnlichen Umformung unterwerfen wir jetzt 
die dielektrische Energie. Bei langsam veränderlichen magne- 
tischen Kräften wird aus (1) 

dy dx ' dx dx * dx dy 

Es zeigen aber diese Bedingungen, daß die Komponenten 
X, ¥, Z aus einer einzigen Funktion — y durch Derivation 
nach den Koordinaten abzuleiten sind. 

Wir schreiben demnach 

Xd qi y d (p y d q) 

ax dy o X 

und 

SnJ \ dx dy dx) 

also nach dem Gauß sehen Lehrsatz 

jr 8 r idX dY dz\, 
^= HnJ^[dx^-d'V+ d^r^^ 

Gibt es im Räume t einen einzigen Leiter, so wird ganz 
einfach 

oder, bei Einführung der Kapazität {€) durch die Definitions- 

Q 
C 



gleichung cp = ^ 



(40 f^=io-- 

§ 4. Die Dissipationsfunktion kann man endlich, für den 
Fall eines dünnen stromdurchflossenen Drahtes, in passender 
Weise darstellen. 

Es wird der Reihe nach 
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(6') 



~^J X (rf <r)' ' 



'^ ^ ds 



2 



B « - 



1 



wo unter i? der Widerstanddes Leitungs- 
drahtes zu verstehen ist. 

§ 6. Die eben abgeleiteten Aus- 
drücke (3'), (4') und (6') wollen wir jetzt dazu 
benutzen, daß wir die elektrischen Vorgänge 
in einem Leiter berechnen, der durch 
Fig. 31 dargestellt wird. 

Es handelt sich hier um zwei genau 
gleiche Kapazitäten, welche durch einen 
dünnen Draht miteinander verbunden sind. 
Die Ladungen sollen im Anfangszustand, 
also während des ganzen Prozesses, gleiche 
Werte und entgegengesetzte Vorzeichen 
haben. Für eine Fläche o", die den 
positiven Endleiter zu irgend einer Zeit umfaßt, wird nun nach (7) 




^'^y^/^ö 



X öj^ dZ 

X d y dx 



)' 



+ <'4'(4i+^ + 



dY 
dy 



dZ 

dx 



]6/t = 0, 



d. h. (IV. Vorl. § 5) 

^ \dq + \ \X X COS [ii, x) + Arcos(n,y) + l Z GOs[n, z)]d a =^ Q j 

Q-^ -= - J[fcos{n,x) + ff cos{n,i/) + hcos{n,z)]da , 
also: 

dq 



dt 



= — i: 



wobei mit n die äußere Normale bezeichnet wurde. Für 
ruhende Systeme ist nun dföt dasselbe wie djdt; wir dürfen 
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daher 

dq 

und also 

schreiben. 

Damit erhalten aber T und V, nach (3') und (6*) folgende 
Endform 

Was die dielektrische Energie betrifiFt, so bekommt sie 
oflfenbar zwei gleiche GHeder, welche den beiden Endleitem 
entsprechen, es wird also, nach (4*) 

Die Bewegungsgleichung bringen wir jetzt nach Lagrange 
(IV. Vorl. § 2) in die Form 

d BT _ dT dU ^^ _ n 



dt dq dq dq dq 

indem wir die magnetische Energie als eine kinetische, die 
dielektrische Energie aber als eine potentielle betrachten. 
Es wird 

d. h. 

und, als Charakteristik (IV. Vorl. § 4) 



woraus 



^=-Ä±i/^ 



Ä , , / 72« 2 

L* GL 

folgt. 

Betrachten wir jetzt den speziellen Fall, in welchem die 
Größe [R^I^Z^ - (2/Ci/) negativ ist. Dann darf man 



wenn 



setzen. 
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Wir schreiben 




R , . 


R 
^2 - 2L 



-in, 
wodurch das allgemeine Integral unserer Gleichung zu 

wird. Hier sind C^ und C^ Integrationskonstanten, welche aus 
den Anfangsbedingungen zu bestimmen sind (IV. Vorl. § 4). 
Man denke sich z. B. es sei für ^ = 

dann erhält man 

C^ + C^ = q, C,c, +C7,C3 = 0, 
also: 

r — __ ö^ r — ^^> 

und, beim Einsetzen dieser Werte 

R 
t 



q — Qe Icosn^ + -^ — y-sinn^ , 



^ t 



da 2Q 2L 

dt nC L 

Ist der Widerstand eine kleine Größe, und zwar eine so 
kleine, daß man sie gegen Z vernachlässigen darf, so wird 

^ = Qcosn^, 
/ = n Q sin n ^ . 

§ 6. Es fragt sich nun, wie in den Punkten, welche dem 
Leiter sehr nahe liegen, das (elektrische) Potential (p (diese 
Vorl. § 3) darzustellen ist 

Dazu denken wir uns den Nullpunkt eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems in der unteren (positiven) Endladung ge- 
legen und bezeichnen mit z die Achse, welche in der Richtung 
des Leitungsdrahtes liegt, und mit / den Abstand A B (Fig. 31). 

Dann sind 



— und 

r 



im 

\r dx I 



die Potentiale, welche von dem unteren positiven bzw. von dem 
oberen negativen Leiter hervorgerufen werden. Das Gesamt- 
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Potential ist also durch die Formel 



ä(') 



« ö^ 

ZU berechnen. 

§ 7. Sehr einfach leiten wir auch einen Ausdrack ab 
für die magnetische Kraft, welche vom Stromelement / aus- 
geübt wird. Man hat jetzt /*= ^ = 0, also F^ G = 0, zu 
setzen, und bekommt, nach den Gleichungen (*) (§ 2) 

oy ax ^ ' 

es ist aber 

woraus sich 



d 
2/ = - All 






.1. dy ' ^ dx 

ergibt. ^ 

Beim Ausf&hren der angedeuteten Differentiationen wird nun 

^\r}_ l dr _ ^ y _ 1 f s 

dy ~ " r« dy~'~ r» r ~ "" ;:« ^^^V^.VJ, 



also: 



(-:) . 



^' ' l dr \ X 1 



Z= '^^^cos(r,^), M = - ^^1- COS (r, x) ; 



es berechnet sich daher die gesamte magnetische Kraft zu 

ÜK = - j/X* > J/^ = - V« VcOS^M) +"C08«(7^), 



yi — C0S*(r,2:), 
AU 



r« 



r« 



sin (r, z) , 



— , — sm n ^ sin (r, r) . 
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§ 8. Die Theorie, die wir eben dargestellt haben, zeigt, 
daß unter passenden Verhältnissen von einem elektrischen 
Leiter schwingende Ströme zu erhalten sind. Es ist jetzt 
interessant zu fragen, was für Ejräfte unser Leiter in der Feme 
henorrufen wird. 

Dm dieses Problem zu lösen, formen wir die Fundamental- 
gleichungen um, indem wir ein System von krummlinigen 
Koordinaten einführen. 

Dann wird bekanntlich das Linienelement durch 

ausgedrückt; die Flächenelemente sind aber 

FlFdvdw, Wüdwdu und VVdudv. 
Nach dem Stokesschen Lehrsatz (IV. Vorl. § 8) ist nun 



f(Xdx + Ydy + Zdz) =/[{|y - 4f ) ^^'('^'^^ 



+ 



IdX dZ\ , , , /ö r bX\ , . 



da ^ 



also, nach Gleichungen (1) 
\\^dx + Ydy + Zdz) = A -^- rjti[X cos (n,ar) + 3fcos(n,y) 

4- iVc08(w,r)]f;?/7. 

Nennt man jetzt bei dem neueingeführten System ©„•©„• 
5^-9K^-ÜÄ^-SK^ die Komponenten der elektrischen bzw. der 
magnetischen Kraft, so wird 

^[V^^dn + r^^dv + frfi^dw) = A Q^jjli{VHm^^dvdw 

4- frUWl„dwdu+ UVm^dudv), 

dvdw 



=//![ 



+ -\ -^ —^\ dwdu + 

[ aw du \ 

also: 



V • w 

d r d w 

du d V 



d 



n dv\ y 



(n 






ö(F(5,) 



AfjLir u 






dv 
d w 



^ dt au 



dw 

d u 

d(U(lu) 
d r 
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Durch eine ähnliche Rechnung wird aus 
C{Ldx + Mdij + Ndz) 

= — ^ — I 6 [Xcos (n, x) + Tcos (n,y) + Zcos (ii, z)] d a 

— 4nÄ l [/'cos (n, x) + ff cos (n,y) + h cos (n, z)] (f ö* , 

die nach dem Stokesschen Satz aus (2) abzuleiten ist, der, 
für dielektrische Medien gültige, Gleichungensatz 

dt"~ 



(2-) 



AtVlV 
ÄefrU 



dt 



a t 



d w 
d u 



d V 
d w 



d V du 

erhalten. 

§ 9, Wir stellen jetzt ein System von zylindrischen 
Koordinaten Q'O-z dar. Dann ist 



also: 

und daher 



ds^ = do^ + Q^dd^ + dz*, 

f/=l, r=(>, r=i 



dSSle 



dd~ 









Af^Q 



dt 
dt 



^ u^ _ dj^ 

d% dq ' 



d[q^jl 
dq 



d^ 

de* 






dx 
dt o Q 



dß ' 

d^Q 

d% ' 



. öe. dme ^{9'^e) 



dt 



dß 



Der Einfacheit halber, nehmen wir noch an, es sei unser 
Feld ein ümdrehungsfeld, also von der zweiten Koordinate un- 
abhängig. Dann wird 
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(1") 



. dm 



d X 



Ä 



dt 



e 









(2") 






• 

Aq 


d^o 
dt 


A • 


dt 


Aq 


dt 



dg 



d % 



df} 



wo noch die für die Luft charakteristischen Werte 6 = ^ = 1 
eingeführt worden sind. 

Zur Integration der letzten Gleichungen dient nun folgender 
Satz, welcher von H. Hertz herrührt: 

„Ist iTeine Funktion von g, z und t, welche der partiellen 
DilTerentialgleichung 



(a) 



^ TV 



. rr d*II , 1 dn , a'TT 



öq' 



Q 6q 



dx' 



genfigt, nad setzt man 



^=« 






(b) 



m. =0 



d2 
dt 






80 stellt dieses System eine Lösung der Gleichungen (1") und 
(2") dar.« 

Beim E^insetzen der Werte (b] wird nämlich 



ö9Re 

"a7" + 



dx 



A 



d^ 



dt 






ö J& 



= 0, 

dg 



.-A(..*;,?-./7).«, 



^Q -et 



d (p e^) 



dQ 



- = 0, 
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. ae, S[9^ __. _J'n_ d^n ^ ^ 

^^~dt 'dx ~ ^ dqdxdt ^ dqdxdt ' 

, 3®« dm. , d^e „ 

dt o q dx ^ 

wa8 zu beweisen war. 

§ 10. Um einen besonderen Fall zu berechnen setze 
man nun 

TT— Q ] ^^^ (mr — n t) 
(C) '^ r ' 

Es wird nach einfachen Rechnungen 



Jg=-Q/l»^ °°''^"'*'"" 





r 



die Funktion 11 genügt also der Gleichung (a) wenn 

A^ n^ = m^ , 

also : 

n _ 1 

m A 

ist. Hiernach stellt die betrachtetö Lösung eine l^char 
von Kugelwellen dar, welche vom Nullpunkt der 
Koordinaten ausgehend, sich in die Ferne hin mit der 
Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen. 

In der Umgegend vom Punkte r = darf man, an- 
näherungsweise 

schreiben. ^ 

Nun ist aber 

-j^ _ g 5 ^ g ÖQ ^ ^' ^_ ^J_ ^_ ^'^ 

^ ^ ~" ^ dx "^ dgdx dx dxdx 



^^ ^öy ö^dxöy dy dx 

^ ^ \ d ( dm d*n 

* Q d Q \^ d Q j dxdx 



wird daher 

dir 
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gesetzt, 80 erhält man 

Jtr __ __ Ö gP y _ Ö^ ^ — _ §J^ . 

^ ~ dx' dy' dx' 

die Funktion (p, d. h. in unserem Falle 

a(l) 

Qlcosnt' l ^ 7 

X 

stellt also das elektrische Potential dar. 

Für kleine Werte des r ist übrigens die magnetische Kraft 

ö* cos n t 



= -ÄQl 



dqdt r 



AQU . ^dr 
— \ — Sin n ^ :ä- 



r' 



= -^ — sin n t sin (r, z) . 

Die Ausdrücke für (p und 9)'{ stimmen nun mit denjenigen, 
welche früher (§ 6 u. § 7) abgeleitet wurden vortrefflich überein. 
Es stellt also die Lösung 

77— o i ^^^ (w* ^ — n t) 
""" ^ r 

das Feld dar, das der Leiter der Fig. 31 um sich erregt. 

Es ist jetzt interessant, dieses Feld für entfernte Punkte zu 

studieren; und dazu muß man die Funktion 2 berechnen. 

Es wird 
^ ^j ö cos (w r — n ^) 

^ ^ oq r 



— qim 



sin (m r — n ö r , cos (w r — \\t) dr 



• / ^N , COS (w r — n Ol • « / > 
sm (tw r — n ^) H -\ 8in*(r, z) 

und, für vom Nullpunkt des Koordinatensystems, also vom 
schwingenden Leiter sehr entfernte Punkte, annäherungsweise 

-5* = — Q /tw sin (?w r — n ^) sin^(r, z) . 
Hieraus folgt nun 

®ß = y = + -^^ cos{mr — n09in^(r, z)cos(r,z), 

. = H 5— = — — cos im r — ii t) sin^ (r, z) 

Garbasso, Spektroskopie. 7 
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und daher • /c • / n . rc / \ n 

@^ sin (?•, z) + @^ cos (r, z) = 0, 

es steht also die elektrische Kraft auf der Richtung 
Yon r (der Fortpflanzungsrichtung) senkrecht 

Dasselbe gilt natürlich auch für die magnetische 
Kraft, welche die einzige Komponente 3Ra besitzt. 

Dabei stehen elektrische und magnetische Kraft aufeinander 
senkrecht, indem die eine in die Meridianebene fällt, während 
die andere normal dazu wirkt. 

Der schwingende Leiter, den wir betrachtet haben, sendet 
also polarisierte Strahlen elektrischer bzw. magnetischer Kraft 
aus, woraus die Möglichkeit erhellt, eine Theorie der Emission 
des Lichtes aufzubauen, die die Körpermoleküle als Leiter 
bzw. als Systeme von Leitern darstellt. 

Es wird sich zeigen lassen, daß ein derartiges Bild auch 
in numerischer Hinsicht gute Dienste zu leisten vermag. 

§ 11. Um diesen Beweis zu liefern, berechnen wir die Energie, 
welche von unserem Leiter während einer halben Schwingung 
ausgestrahlt wird. Die Rechnung führt man am besten aus, 
indem man vom sogenannten Poyntingschen Lehrsatz ausgeht 

Man multipliziere die Gleichungen (1) und (2) der Reihe 
nach mit L, M, Ny X, 7, Z und addiere sie. 

Es wird 

^iu (Z^ + ...) + ^6 (Z^ + ...] + 4 ;r ^A(X*+ .. .) 

also durch Raumintegration "^ 

\A^Jfi{L^+...)dT + \A^-Jt{X^+ ...)dx 

+ ^ji A JX{X* + ...)dr 

dr , 



l-[Nr-MZ) + 



~J [dx 

= C[{N Y — MZ) cos (n,x) + {ZZ-NX] cos (n, y) 
+ {MX - LY) cos (n, z)] rf<T , 



1 
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wo mit n die äußere Normale zur Fläche a, welche den Raum r 
umfaßt, gemeint ist. 
Setzen wir nun 

L^Wtm^, M=mm^y iV^aßm,, 

und beachten, daß^ wenn mit p die Normale zur @ 9)2 -Ebene 
bezeichnet wird, 

ist, so erhalten wir 

= — r®2Ksin(aR,(S)[co8(;?,ar)co8(n,ar) + ...^da, 

Die Energie, welche im Baume r enthalten ist, nimmt 
also fortwährend ab, indem (Joule sehe) Wärme entsteht, und 
dabei durch die Fläche c eine Strahlung, nach der Richtung p 

mit der Geschwindigkeit ®Ml!?_(^^, stattfindet 

Dies ist aber der Poyntingsche Lehrsatz. 
Sind die Widerstände zu vernachlässigen, so hat man offen- 
bar r= zu setzen, also: 

-(T+ U)=-J -^\ ^COs{p,n)d<T. 

§ 12, Wir kehren jetzt zur Betrachtung des Hertzschen 
Erregers zurück, und führen die Integration für eine sehr 
große Kugelfläche aus, deren Mittelpunkt mit dem Nullpunkt 
der Koordinaten zusammenfällt 

Es ist 

® = — - — cos {mr — n t) sin t^ , [V' = {f» ^)]> 

m = -^^ = -\ -^-. Sin (mr — nt) sin*(r, z), 

Q O t Q dt ^ ' V ' /' 



= y. cos (tw r — n sin t^ , 



3725cS4 
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also: 

San Ä Q*Pm*n o , ^n • « . 

m = — ^—^ cos^{m r — nt) sin* w , 

und 

sin (W, (S) = 1 ; 

für {/ ö- dürfen wir aber 2nr^smyjdtp schreiben. Die während 
einer halben Schwingung durch die ganze Kugelfläche aus- 
gestrahlte Energie berechnet sich daher zu 

7t 

n n 







3t 

n 



__ (yi — w_n ( fi^QQ^2^j^j, _ j^^j 1 ctyjsin^tp, 





n 



= —^ j f/^C0s2(iiir — nt), 




~ 3 ' 

führt man noch die Wellenlänge A ein, der Beziehung A = — 
gemäß, so wird endlich 

als Maß der ausgestrahlten Energie erhalten. 

§ 13. Betrachten wir nun den Lichtprozeß als eine elektro- 
magnetische Erscheinung, so müssen wir annehmen, daß die 
Ladungen, welche durch ihre Schwingungen die Emission des 
Lichtes bedingen, dieselben sind, die durch die Elektrolyse 
zum Vorschein kommen. Es ist aber erfahrungsgemäß jedes 
Atom bei elektrolytischen Phänomenen mit einem Elektrizitäts- 
quantum versehen, das von Richarz zu 12,9.10""", durch 
Stoney zu 3. 10""*^ elektrostatische C.G.S.-Einheiten berechnet 
wurde. 

Übrigens können wir die Strahlung einer Flamme direkt 
bestimmen, während die kinetische Gastheorie uns Mittel liefert, 
die Zahl der Moleküle, welche in der Flamme vorkommen, 
sowie ilire Größe (etwa die Länge Z) zu berechnen. Aus photo- 
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metrischen Bestimmungen ist es daher möglich, durch die ehen 
aufgestellte Formel, das elektrische Quantum Q abzuleiten. 

E. Wiedemann hat nun gezeigt, daß die während der 
Zeit dt von einer glühenden Gasmasse ausgestrahlte Energie 

durch eine Funktion der. Form Ee^^^dt zu berechnen ist. 

Das gesamte Energiequantum, das die Gasmasse auszu- 
strahlen vermag, wird damit zu 



-a< . - E 



00 





p 



es ist aber möglich, für bestimmte Fälle E ebenso wie a zu 
berechnen. Für das Natrium findet man z. B. a = 10*, und 
für ein Gramm Natriumdampf (%)= 1,34. 10» also J?= 1,34. lO^i 
(C«.G.S-«). 

Was die physikalische Bedeutung der Größe E betrifft, 
so ist es einleuchtend, daß E das Energiequantum angibt, 
welches die betrachtete Gasmasse in einer Sekunde ausstrahlen 
würde, falls die Strahlung während dieser ganzen Zeit die 
Anfangsintensität behielte. 

Nun strahlt aber unser Leiter während der ersten halben 
Schwingung die Energie 8 Q^Pn^/SA^ aus; ein System von n 
Molekülen würde also, während der Zeiteinheit, die Energie 

ausstrahlen. 

Für ein Gramm Natriumdampf ist aber n = 6. 10*^ und 
für das Natriummolekül / = 10""®, ^ = 6. 10""^ also: 



d.h. 



16.6. 10*0 . Q^ . 10~*^ . 71* . 3 . 10'° _ - „ . -^11 
^2 _ 1,84.8. 1296. 10-« 



16 . 6 . 71* . 3 . 10^* 
= 0,019.10-22, 



und endlich 



6 = 0,14.10-". 

Diese Zahl ist ziemlich viel kleiner als die Werte, welche 
früher angegeben wurden, zeigt aber immerhin dieselbe 
Größenordnung, übrigens war vom Anfang an klar, daß aus 
unserer Rechnung eine zu kleine Ladung sich ergeben mußte; 
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denn die Zahl, die wir fiir / in die Formel eingesetzt haben, 
stellt ja, nach der kinetischen Gastheorie eher die Wirkungs- 
sphäre als den eigentlichen Durchmesser der Gasmoleküle dar. ^) 
Damit kann die Übereinstimmung der Theorie mit der 
Erfahrung als eine recht genügende betrachtet werden. 

Neunte Vorlesung. 

Zahlenmäßige Berechnung molekularer Gebilde. 

§ 1. EUnfährendes. — § 2. Selbstinduktionskoeffizient eines geradlinigen 
Drahtes mit kreisförmigem Querschnitt. — § S. Kapazität einer elliptischen 

Scheibe. — § 4 — 5. Numerische Rechnungen. 

§ 1. Um die Resultate zu erläutern, welche in der 
vorigen Vorlesung abgeleitet wurden, gehen wir jetzt zur 
zahlenmäßigen Berechnung eines bestimmten elek- 
Q trischen Leiters. Wir nehmen an, daß der Draht die 
Länge / und den Durchmesser d hat; die Kapazitäten 
sollen kreisförmige Blechscheiben mit dem Radius a 
l sein. Das Gebilde sieht also etwa der Fig. 32 ent- 
sprechend aus. Bevor wir zur Berechnung der 
elektrischen Eonstanten schreiten, ist zu bemerken, 

daß die Formel 
Fig. 32. 



Ö 



" = 1/CL -4L"« 



(Vni. VorL § 5) unmittelbar die Schwingungsperiode 

r=2;r ^ 



y GL 4L^ 



OL 



liefert; ist nun B gegen L als eine kleine Größe zu betrachten, 
so wird /T- 

Wir können uns also mit der Ermittelung der Zahlen- 
werte für C und L begnügen ; dabei ist (VIIL Vorl. § 2 und 3) 

ii2 ^ A^C{Ff+ Gff + Hh)dT, 

<p 
^) Die Berechnung des letzten Paragraphen rührt von H. Ebert her. 



(1) A = 2n^- 
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Setzt man daher L^ A^ä, so wird ßi* = f{JPf+ Gg 
+ Hh)dT, und T=^2nAy'C&j2, d.h. 

beachten wir aber^ daß IjÄ die Geschwindigkeit der elektrischen 
Wellen im freien Äther darstellt (VIII. Vorl. § 10), so wird 
noch 

2 

wenn mit A, wie vorher, die Wellenlänge im Vakuum be- 
zeichnet wird. 

§ 3, Wie in der vorigen Vorlesung soll jetzt angenommen 
werden, daß der Draht zur 2;-Achse parallel liegt, womit man 
ganz einfach bekommt 

Ist nun A der Abstand zwischen {x^y^z) und der Geraden, 
welche durch (x\i/\z') der z- Achse parallel läuft, so wird 
^ = y J^ + (z' — zf\ und dann, der Reihe nach 

J ^ J J r J J ]/ji^ ix' - *)• 

o U a U '^ 



= r^'^f^r' j log [z'-z 





Jetzt wollen wir annehmen, daß der Draht sehr dünn 
ist, und zwar so dünn, daß man A^ gegen z^ und (/ — z)* ver- 
nachlässigen darf; dann erhält man 

a 

Dies ist aber ein sogenanntes logarithmisches Potential, 
das Potential also eines Stoffes, der in der Ebene Wirkungen * 
ausübt, welche mit dem Abstand umgekehrt proportional sind. 
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Es kommen einem solchen Potentiale in der Ebene viele 
Eigenschaften zu, die das gewöhnliche (Newtonsche) Potential 
im Räume besitzt. Es Qbt z. B. ein kreisförmiger King dieselbe 
Wirkung aus als ob die ganze Materie im Mittelpunkt zusammen- 
gedrängt wäre. 

Für die Punkte, welche auf der Mantelfläche des Drahtes 
liegen, darf man also 



E^fh'dfT'log'-^ 



schreiben. 

Es ist jetzt zu beachten, daß erfahrungsgemäß die schnell- 
schwingendeu Ströme in den ganzen Querschnitt des Drahtes 
gar nicht eindringen, sondern auf der Oberfläche beschränkt 
bleiben; vom diesem Ergebnisse machen wir Gebrauch^ indem 
wir ohne weiteres 

a 

für jeden Punkt setzen. Für das Innere ist nun nicht mehr 
log 4 (2: / — 2*)//4* durch log 1 6 (2: / — z*)l(P zu ersetzen, wohl 
aber ist mit großer Annäherung A' = 0; und damit erhält auch 
das Integral beinahe seinen richtigen Wert. 
Es wird also 

^= log— ^t -J hda ^ ilog—^ ^, 

und daher 

Si^ = I I hdriog — ^—^ -, 

i i 
= ij hdaj log — ^—^ 'dz = i^J log — "^ 'dz, 

a 

d. h. ^ 

(2) ß = 2 /(log >/ - 1) . 

§ 3. Jetzt gehen wir zur Berechnung der Kapazität f&r 
eine kreisförmige Scheibe. Es ist ganz bekannt, daß eine 
elektrische Eugelschale keine Wirkungen auf innere Punkte 
ausübt; daraus folgt aber unmittelbar, daß eine Schale, welche 
von zwei horaothetischen Ellipsoiden begrenzt ist, keine Wir- 
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kuDgen wieder ausüben kann. Denken wir uns also, daß ein 
EUipsoid elektrisiert sei, und nehmen die oberflächliche Dichtig- 
keit [fj) der Elektrizität als in jedem Punkte der Dicke pro- 
portional, die eben in jenem Punkte einer Schale zukommt, 
welche von dem geladenen EUipsoid und einem anderen, das 
ihm homothetisch ist, begrenzt wird, so müssen wir die Ladung 
als im Gleichgewicht befindlich betrachten. Sie übt im Inneren 
gar keine Wirkung aus^ und damit hat das Potential im ganzen 
Leiter überall denselben Wert. Nun ist es leicht zu zeigen, 
daß es für eine gegebene Ladung auf einem bestimmten Leiter 
nur eine einzige Gleichgewichtslage gibt Die geschilderte 
Verteilang ist also die einzige, die mit den Bedingungen ver- 
träglich ist. 

um den angegebenen Satz zu beweisen, nehmen wir an, 
daß zwei verschiedene Verteilungen möglich sind. Man be- 
zeichne für die erste Verteilung die Oberflächendichtigkeit mit 
f], mit q)Q das Potential auf dem Leiter, mit q) das Potential 
im äußeren Räume; und es seien dabei mit tj', (p'^, (p' die 
entsprechenden Größen für die zweite Verteilung dargestellt 

Es ist nun 



und dabei, wie leicht zu ersehen, 

_ e d g> f_ B d qt' 

WO mit n die äußere Normale zur leitenden Oberfläche be- 
zeichnet wurde. 

Hieraus folgt aber 

und, nach dem Green sehen Lehrsatz (IV. Vorl. §9) 

+ (g>- (p')A[(p - 9')) '^T = J(qp - <p')-Q—((p - (p")da = 0. 
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Bemerkt man aber, daß /4(qp — y') = 0,*) so wird gleich 



also: 



■^(9^ - ^') = -^iV-Vl = ^(<P - <iP') = 0, 



und endlich 



(p — q)' = Konst 




p' 



17 = 17. 

Dies vorausgeschickt betrachten wir zwei homothetische 
Ellipsoide mit den Halbachsen a, b, c bzw. a (1 + e), b{l + e), 

c(l + €], wo 6 eine sehr kleine 
Größe bedeutet 

Vom gemeinsamen Mittel- 
punkt der Ellipsoide (0) ziehe 
man eine Gerade; sie schneide 
- dabei die Oberflächen in P 
Pig. 33. und P' (Fig. 33). Wir stellen 

noch mit PT bzw. FT die 
Tangentialebenen in P und P' dar, und ziehen die Geraden 
OT, PQ senkrecht zu den genannten Ebenen. 
Man setze OT = p, PQ^ ri\ dann wird 

PP' OP 



also: 



d. h. 

Die ganze Ladung, die auf der Oberfläche des inneren 
Ellipsoids sitzt {q\ ist nun durch 

4 4 

q = — ;ia^c(l + 3€) — —nabc = 4nabc6 



n 






P 


OP' 


e 


= 


OP 

P 




e 


^■^ 


V 



n 

zu berechnen. 

Jetzt wollen wir die Halbachse c zu Null werden lassen, 
womit offenbar das EUipsoid sich zu einer elliptischen Scheibe 
umformt. 



^) Man vergleiche darüber die folgende Vorlesung (§ 2). 
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Bezeichnet man mit x, y^ z die Koordinaten von P, so ist 

1 



und daher 



]/'i 



■^ 6* "^ c* 



■ — * 

4 



P_ _ 



C / ,3 /,« *iJ c* X* 



[/ </« a* ^>^ 



6* "^ c* 
1 



V 



x^ c* w* c'* . x^ y* 
+ ^-rr + 1 --r- ^ 



a» a^ 6* i>^ a* Ä« 



also: 



/S (i -) * f (1^ -) 



+ 1 



Lim . — = 



c = ^ , / x^ If 




Ist die Scheibe eine kreisförmige, so hat man ganz einfach 
a = ^ zu setzen ; was 

^ _q 1 ^ _q_ 1 

liefert. 

Für den Mittelpunkt der Scheibe wird jetzt, als Maß des 
Potentials „ 

woraus 

(3) (?=-«- = i-"- 

sich ableiten läßt. 

§ 4. Von diesen Resultaten machen wir Gebrauch, indem 
wir die Schwingungsperiode der Besonatoren berechnen, welche, 
wie in der zweiten Vorlesung (§ 2) angegeben, vom Verfasser 
zur Nachbildung der Oberflächenfarbe angewendet wurden. 

Wir setzen also 

^ = 0,14, / = 20, a=l,9, 

woraus sich ergibt 

LogS = 2,330 4138, Log C= 0,082 6337, 

ß = 214,00 cm, C= 1,21 cm, 
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und daher 

Log^= 1,854 1886, 

^ = 71,48 cm. 

§ 5. Jetzt können wir uns fragen, wie groß ein Leiter 
sein muß, wenn er eine Wellenlänge Ä aussenden, und dabei 
dem eben betrachteten Leiter ähnlich sein solL Offenbar hat 
man nur 

ä =s ä —r , f =^ l —T- , a ^:= a—T- 

A A A 

zu setzen. Ist z. B. ^' = 6 . 10~*, was, wie bemerkt (VIIL Vorl. 
§ 13), annäherungsweise den Natriumlinien entspricht, so wird 

Log^' = 0,778 1513 - 5, Log^ = 0,923 9627 - 7, 

also: 

Log£f = 0,070 0907 - 7 , Log/' = 2,224 9927 - 7 , 
^ = 1,18. 10-^ r= 167,88. 10-^ 

= 1,68.10-«, 

Loga'= 1,202 7163-7, 
a' = 15,95. 10-^ 

Beachten wir nun, daß erfahrungsgemäß für die Natrium- 
moleküle /' etwa 10~® betragen muß, so haben wir hieraus zu 
schließen, daß diese Moleküle mit dem Leiter des vorigen 
Paragraphen keine Ähnlichkeit haben können. Um ein zweck- 
mäßiges Bild zu erhalten, würde man dagegen annehmen müssen, 
daß der Draht sehr viel dünner ist, als wir früher angenommen. 
Den äußerst dünnen Draht darf man wohl als einen Funken 
interpretieren. 

um diese Schwierigkeit zu beseitigen, hat Galitzine vor- 
geschlagen, als Bilder für die materiellen Atome kreisförmige 
Leiter zu betrachten. Darauf wollen wir aber verzichten; denn 
eine solche Darstellung bietet keine prinzipiellen Vorteile und 
führt dabei in die Rechnung eine gewaltige Verwicklung ein. 
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Zehnte Vorlesnng. 

Leiter mit einem einzigen Freilieitsgrad: eiel(tromagnetisclie 

Dispersionstheorie. 

^ 1. Verschiebungsstrom. — § 2. Fortpflanzungsgleichungen. — § 3. Ab- 
sorption in homogenen Leitern. — § 4. Fortpflanzungsgleichungen für ein 
Leitersystem. — § 5 — 7. Selektive Absorption. — § 8. Anomale Dispersion. — 

§ 9. Normale Dispersion. — 

§ 1. Die Gleichungen des elektrischen Stromes (VIII. Vorl. 
§ 1, Gleichung 2) wollen wir in der Form 

(. , I 8 dX , A dM BN 



dx 

BN 
dx 



\4n dt I dy 



ÖL 

dM 

dx 



schreiben, d. h. wenn die Definitionen 

6 dY 



P __ e d X 

' ■" 4^ IT ' 

eingeführt werden: 



9 = 



4n dt ' 



^ 4n dt 



4;r^(/-+f) = 



dM dN 



dx 






dy ' 

dL 

dx* 

dM 

dx 



Es zeigt dies, daß die Größen f, g, ^ als Komponenten 
eines elektrischen Stromes (des sogenannten Verschiebungs- 
stromes) aufgefaßt werden können. 

§ 2. Deriviert man die Gleichungen (1) der achten Vor- 
lesung nach den Koordinaten x, y, z und addiert sie, so erhält 

man 

J_ (djj_ , dM dN\ __ r. . 
dt [dx '^ dy "^ 'ö*j ■" ' 

es muß also die Gleichung 

dL ^^^( . ^-^^ 
dx d y dx 

immer bestehen, wenn ihr im Anfangszustand genügt wird. 
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Für Punkte, wo keine elektrischen Ladungen sich be- 
finden, ist ebenfalls 

dXdYdZ^Q 

dx dy dx 
zu setzen. 

Dies nehmen wir an, und leiten aus 

, dL dZ dY . . dM dX dZ 

A u -ä-7- = -ä ^ und A u -^— - = -^ ^ — 

^ dt dy dx '^ dt dx dx 

durch Derivieren 

A ^'^ == -^!^ - ^— *1 und A ^'^ = ^'-^ _ ÜA 
^ dtdy d y* dxdy ^ dtdx dxdx dx^ 

ab, also: 

d^L _ d^M ^ J_ f d^Z d^ __ d^X _ d*T \ 
dtdy dtdx'~ Aii\dx^ d y^ dxdx dxdy]^ 

^ Ay.\dx'* dy^ dx^ dxdx dxdy dxdx) ' 

''AfiT^" dx[dx "^ öy "^ dx)\' 

Es ist aber, nach der dritten aus den Gleichungen (2) 
(Vin. Vorl. § 1) 

^ ^TF" + ^ ^ ^ >^ -y^- - öTö^ "" didi' 
und daher 

(1) A^efjLf^ + AnA^lfji^ = AZ. 

Dieser Gleichung wird nun, wie leicht zu ersehen, von 
den sechs Komponenten X, Y^Zj L, M,N genügt; wir nennen sie 
die Fortpflanzungsgleichung. 

§ 3. Setzt man zur Integration 

c 

wie es in der sechsten Vorlesung geschehen ist, so erhält man 

(2) - AUfin^^4nAnfjLni=-P, 
oder, beim Einsetzen des Wertes von / 

— A^efAtl^ — in A^Xfini^ l— h+ —] , 

,, 2k ni n* 



c = — \=^, k^2nAXv/^ 
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und endlich, durch Trennen des reellen vom imaginären Teile 

•^ c* "^ c 

Bei wirklichen materiellen Körpern ist k^ gegen n^^* ©i^ö 
kleine Größe^ um so mehr, da n für schnelle Schwingungen^ 
wie wir sie zu betrachten haben, einen beträchtlichen Wert 
annimmt. 

Damit wird also 

Es tritt daher in homogenen Leitern Absorption und doch 
keine merkliche Dispersion ein; die Absorption hängt aber haupt- 
sächlich von der Leitfähigkeit ab. Dieses theoretische Resultat 
entspricht nun den Erfahrungsergebnissen, wenn wir uns auf 
die Betrachtung von langen Wellen beschränken (II. Vorl. § 1). 

Ist das Medium ein dielektrisches, d. h. A = 0, so wird 
ganz einfach, als Fortpflanzungsgleichung 

(1-) AUfi^ = ^Z 

erhalten, und daher 

(2') - Ä^Bfin^=:^P, 

In homogenen Isolatoren tritt also, nach unseren Formeln, 
keine Dispersion und keine Absorption ein ; und dies ist wieder 
für die Fortpflanzung langer Wellen (Hertz scher Wellen) mit 
der Erfahrung in Einklang zu bringen. 

§ 4. Betrachten wir dagegen sehr kurze elektromagnetische 
Wellen, bzw. Lichtwellen, so ist die Theorie zu ergänzen, 
wobei uns die Versuche, die wir in der zweiten Vorlesung be- 
schrieben haben, ein für die Zerstreuung und Absorption des 
Lichtes passendes Modell liefern, das jetzt berechnet werden soll. 

Wir denken uns also in ein dielektrisches homogenes 
Medium viele gleiche Leiter regelmäßig eingebettet, etwa nach 
dem Bilde des Leiters, der in der achten Vorlesung (§ 5 u. f.) 
zur Betrachtung kam. Der Einfachheit halber setzen wir 
noch voraus, daß die Leitungsdrähte, wie aus der Figur (Fig. 34) 
zu entnehmen, überall zur z-Achse parallel liegen. 

Sind die Abstände zwischen naheliegenden Leitern nicht all- 



112 



Zehnte Yorlesang. 



ZU klein, so schwingt jeder von ihnen so^ als ob er ganz allein wäre, 
was in einer der nächsten Vorlesungen präzisiert werden wird. 
(Man vergleiche hierüber die XIII. Vorl.) 

Für jeden Leiter hätten wir also die Lagrangesche 
Gleichung / « \ 

zu schreiben (VIII. Vorl. § 5). Setzen wir aber voraus, daß 
elektrische Wellen sich durch das Medium fortpflanzen, so sind 



t \ 




! M T n 



! 1 "] '] 1 n 



Fig. 34. 




jene Systeme nicht mehr als freie im Sinne der Mechanik zu 
betrachten; denn es wird in den a-ten Leiter, durch die 
vorbeieilende elektrische Kraft Z, eine Wirkung induziert» 
welche wir uns mit Z einfach proportional denken, und in der 
Form —KaZjC schreiben wollen. 
Wir erhalten daher 

also auch 

(3) (z2)^+//i>+ J),. = ^-^. 
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Man lege jetzt eine zur ory-Ebene parallele Ebene o-^, und 
nenne 1^^ die Stromdichte im freien Medium, und A^ • /i^ . . . Aa • • • 
die Stroradichten (Stromkomponenten nach der z-Achse) in den 
von (7q getroffenen lieitem. Man bezeichne femer mit o* den 
gemeinsamen Wert der Querschnitte, in welchen jeder Leiter 
von (7o geschnitten wird. 

Dann ist die ganze durch a^ hindurchtretende Stromstärke 

d. h. die auf die Flächeneinheit reduzierte Stromdichte h (falls 
die Moleküle so wenig dicht liegen, daß die Summe ihrer 
Querschnitte gegen a^ zu vernachlässigen ist) 

Ä = ^^ + 2:ka, U« = -^Äoj • 

Für f)Q ist nun 

wenn mit e^ die Dielektrizitätskonstante des freien dielektrischen 
Mediums bezeichnet wird; die ka genügen offenbar einer der 
Gleichung (3) ganz ähnlichen Gleichung. 
Aus (3) wird nämlich 

{CZD^ + C]iD + 2)(7ha = KaZ, 
{CLD^ + CRD + 2)ka = —Z, 



Demgemäß erhalten wir 

a 



4n 



a 



*» " CLD^ + CED + 2 ' 



also: 



h = ^, + :SK, 



2 " 



• n T ti% t n D n t Q i ^> 






4n • CLD^ + CRD'h2 

Hier ist^ wie leicht zu beweisen^ B eine konstante, für das 

GarbnBso, Spektroskopie. 8 
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betrachtete System charakteristische, und von der Fläche a^ 
durchaus unabhängige Größe. 
Der Kürze halber setzen wir 



und erhalten 



CR=a, CL^b 

I - \ 

^"\47r'*" 2'+aD + bJJ* r' 

E 



\4:n^ 2 - an»-6n«/ ' 



e 



mit 

(4) € = 6o + 



E 



2 — a n » — ^ n* 



Wir können daher unser Medium als ein gewöhnliches 
dielektrisches Medium, mit der Dielektrizitätskonstante a be- 
trachten. Bedenkt man übrigens, daß für schnelle Schwingungen 
die magnetische Eonstante immer gleich Eins gesetzt werden 
darf, so wird, als Fortpflanzungsgleichung, aus (!') 

(1") AU^ = AZ, 

also: 

(2") - Ä^BV^^P. 

§ 5. Diese Gleichung haben wir jetzt zu entwickeln. 



Es wird 



-4 = ^'«, 



d. h. 

__ ^2 f, I E(2-¥a ni -bv} 1 
-^ 1*0-*- (2-6n«)« + o»n« r 



+ .42^an 



i 



(2-6n«)«+a»n*' 
und, beim Trennen des Beeilen vom Imaginären 
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+ 1 = .i^ 



c« 



E{2 - 6n^) 



1 



^ f n (2 — 6 n*)* + a* n* 

hieraus hat man also zu schließen, daB durch die An- 
wesenheit der Leiter sowohl Dispersion als Absorption 
der elektrischen Wellen verursacht wird, was mit den 
Versuchsergebnissen übereinstimmt (II. Vorl. § 2 und 3). 
§ 6, Die zweite aus den Gleichungen (5) liefert nun 

k ^ Ä^JEa n* 

c 2 (2 -in*)* + a^ n* ' 

und daher 



d 



(t)_ 



Ä^E a 2 n [(2 - ^> n*)* 4- a* u*] - n* [ - 4 6 n (2 - 6 n») + 2 a* n] 

ön "" 2 [(2" - 6 n*)* 4- a^ nT ' 

_ A^E^ 2n(2-6n*)(2 + b n^ 

■" 2 [(2 - b n*)* + a* u*J* 

Ein Maximum (oder Minimum) der Absorption wird also 
eintreten, wenn entweder n = 0, oder n = oo, oder 2 — ^ n* =0, 
oder noch 2 + 4 n^ = ist. 

Unter den sechs Wurzeln, welche diesen Gleichungen 
genügen, nämlich 

haben bloß drei einen physikalischen Sinn, d. h. n = 0, n = oo, 

und n = V2/6. 

Bedenken wir übrigens, daß, wenn mit T die Schwingungs- 
periode der hindurcheilenden elektromagnetischen Wellen be- 
zeichnet wird, dann n = 2 njT ist, so erhält man der Reihe 
nach 

T=oo, T=0, und T=2nv/^' 

Die erste und zweite von diesen Gleichungen besagen nun, 
daß eine Welle von unendlich großer oder unendlich 
kleiner Periode keiner merklichen Absorption aus- 
gesetzt ist; was wieder mit der Erfahrung sich deckt. 

Die dritte Gleichung hat aber eine treffende Bedeutung. 

Es wurde in der neunten Vorlesung (§ 1) gezeigt, daß für 
die Leiter, die wir uns in das dielektrische Medium eingebettet 



« = «o=/w = l/l 



116 Zehnte Vorlesung, 

denken, annäherungsweise 

ist 

Die Eigenperiode der einzelnen Leiter (Tq) ist daher nach 
der Formel 

darzustellen, und folglich 

Es absorbieren also die eingebetteten Leiter die 
Wellen, die sie auszusenden vermögen; und damit wird 
die Theorie mit den Versuchsergebnissen in besten Einklang 
gebracht (ü. VorL § 2 und 3). 

§ 7. Eigentlich darf man bezweifeln, ob die Wurzel 

n = y^jö einem Maximum entspricht; die Frage können wir 

aber durch folgende Überlegung entscheiden. 

Aus 

k A^ Ea n« 









c 


2 


(2 


- b\ 


n«)* + a« 


n' 




wird 


ja 




k 
e 


A^Ea 
2 






1 








6« 


(f 


-"■)• 


+ 


a» 


also, 


fiir 


n 


k 


A^Ea 




1 









2 4 6* e« + a« ' 

demnach kleiner als für n = ")/2/i& . 

§ 8. Vernachlässigen wir in der ersten der Gleichungen (5) 
Ä^/n^ gegen 1/c^, so erhalten wir 



l- = A^ 



d.h. 



E{2 - 0X1") 
*o "^ (2 - 6nT + a*n* 



und, wenn man mit 91 das Brechungsverhältnis für das Ab- 
sorptionsmaximum bezeichnet 

''^ (2-6 n«)* + a« n* 
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Beim Ableiten nach n wird hier 

dn dn (2 -6n^)* + o«n* ' 

^ ^ -26n[(2-^>n'y + a ^ n^]-(2 -^>n«)[- 46n(2 -&n^) + 2a«n[ 

[(2 - Ä nT + a' nT ' 

der Bedingung d {N^ — 9i^/ö n = kann man also durch die 
vier Wurzeln 

genügen. H V2b ) 

Die letzteren sind für uns von größerer Bedeutung; und 

es wäre leicht zu zeigen, daß die eine einem Minimum und die 

andere einem Maximum des ßrechungsverhältnisses entspricht. 
Wir begnügen uns damit, daß wir die Werte berechnen, 

die die Differenz N^ — 9?^ für die genannten Wurzeln annimmt 
Man setze dazu 

n=|/|(l±«), 

also: 

n* = |(l±2 6); 

dann wird 

und daher 

7 4e 



N*- 31^ = 1! 



-T-(l ±2«) 



= T2^., 

Ist also die Frequenz ein wenig größer als im 
Absorptionsstreifen, so wird der Brechungskoeffizient 
kleiner wie 9t; ist die Frequenz dagegen kleiner als 
im Maximum der Absorption, so wird iV^ größer wie 9?. 

Diese Verhältnisse stimmen aber, wie wir in der sechsten 
Vorlesung bemerkt haben, mit den Erfahrungstatsachen ganz 
vorzüglich überein (man vergleiche die Fig. 1, I. Vorl.). 
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§ 9. Aus 

^f — «0 ^ .o _ 



(2 - 6nV + a'n« 
leitet man beim Einsetzen des Wertes n^ (§ 6) 



iv* = «0 + 



^i'-^r-^"*»* 



ab; ist nun n von n^ erbeblich verschieden, so dürfen wir im 
Nenner des zweiten Gliedes auf der rechten Seite a'n^ gegen 
4 [1 — (n^/Uo*)]* vernachlässigen, was 

liefert Hierbei wird aber 



ö n 2 (i^* - n«)« ' 

das Brechungsverhältnis nimmt also mit der Frequenz 
zu; und dies ist das wohlbekannte Gesetz, welchem die Körper 
ohne selektive Absorption (im Bereich des sichtbaren Spektrums) 
durchaus gehorchen. 

Für a == , oder für vom Absorptionsmaximum entfernte 
Spektralgebiete, kommt aus (*) 



d.h. 



iV* = «o- 



^ 1. 


— 






i?V 




1 


• 


2n» 


1 




) 



je nachdem n^ S n ist, dürfen wir also IP durch die erste 
oder die zweite dieser Gleichungen in eine Reihe entwickeln. 
Was entweder 

" 2 \ ' Ho* Ito* «0 / 

liefert. Beim Einführen der Wellenlänge [A) wird daher 

JV» = a' + -*- + -"' 4- — + 
A2 = a'-/9'^«-/^*-^^«-..., 
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also: 

(6) JV = a + A + ^ + -^ + ..., 

(7) A = a - /9^* - yA* - 5^« + .. . . 

Formel (6) stimmt nun mit Canchys Formel vollständig 
überein; Formel (7), die, bei Vernachlässigung der oberen 
Glieder passend 
(70 N^a-^ßA^ 

geschrieben werden kann, zeigt aber einen ganz anderen 
Charakter. Wie eine einfache Überlegung lehrt, entspricht 
das erste Gesetz einem Absorptionsstreifen der im Ultra- 
violetten liegt, das zweite einem ultraroten Absorptions- 
maximum. 

Elfte Vorlesung. 

Elektrische Schwingungen in ((ompiizlerten Leitern: 
Veraligemeinerung der eieictromag netischen Emissionstheorie. 

§ 1. Stellung und Lösung des allgemeinen Problems. — § 2. Leiter mit 
einem einzigen Freiheitsgrad. — § 3. Leiter mit zwei Freiheitsgraden. — 
§ 4 — 5. Leiter mit drei Freibeitsgraden. — § 6. Leiter mit vier und fünf 
Freiheitsgraden. — § 7. Multiple Wurzeln. — § 8 — 9. Strahlung einee 

Leiters mit zwei Freiheitsgraden. 

§ 1. Bis jetzt haben wir Hertz sehe Erreger mit einer 
einzigen Schwingungsperiode betrachtet; zur Erweiterung und 
Verallgemeinerung der Theorie sollen nun 
komplizierte Leiter zur Berechnung kommen. 
Ein komplizierter Leiter wird im allge- t»| 
meinsten Fall von p Kapazitäten gebildet, 
welche zu je zweien durch m Drähte ver- 
bunden sind. Dabei wollen wir n^ q, c, t ^ 
die laufenden Indizes der Kapazitäten, 
fjij V die der Drähte nennen. Jede Ejipazität ^ 
wird mit einem einzigen Kennzeichen pjg 35 

(etwa n) bestimmt; jedes Kapazitäten- 
paar mit zwei Kennzeichen (etwa n^ (t) definiert. 

Einen Draht stellen wir mit drei Zahlen (etwa n,n,fA) 
den, denen die erste und die zweite den Kapazitäten ent- 
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sprechen, die der Draht verbindet^ die dritte dagegen den Draht 
eigentlich bestimmt Dementsprechend wird ein Paar von 
Drähten durch sechs verschiedene Zahlen (etwa iijQjIx^g^x^v) 
definiert. Diese Verhältnisse sind in der Figur (Fig. 35) für 
einen einfachen Fall erläutert 

Wir wollen im folgenden mit q die Ladungen, mit K die 
PotentialskoefGzienten, mit C die Kapazitäten (wenn es nötig 
ist sie einzuführen), mit R die Widerstände, mit L die Selbst- 
induktionskoefOzienten, mit i die Stromintensitäten, mit ^end- 
lich die Koeffizienten der mutuellen Induktion bezeichnen. 

Es muß ausdrücklich hervorgehoben werden, daB in,e,n 
der Strom ist, welcher von der ;r-ten zur ()-ten Kapazität, über 
den ^-ten Draht fließt. 

Es wird natürlich 



(1) 



= 0, 






und, aus Gleichung (7) (VIII. Vorl. § 1 und 5) 

(2) i>?. + S2^'»...^ = 0- 

Durch das Verfahren, das wir in der achten Vorlesung 
(§ 2, 3 und 4) benutzt haben, lassen sich übrigens die fQr den 
komplizierten Leiter charakteristischen Funktionen T', U, V ohne 
Mühe berechnen. 

Es wird nämlich 

^ = i S'' 2^ S* ^^, Q. f* ^\ e. ^ • 



^) Wir betrachten z. B. einen Leiter, der nur zwei Drähte hat, etwa 
entspr. Fig. S6, und wollen sie durch die Indices 1 and 2 bezeichnen. 
Dann ziehen wir eine Fläche a, die den ersten 
Draht umhüllt, den zweiten aber nicht schneidet, 
und nennen Tj den inneren, r, den äußeren 
Raum. 

Es ist offenbar 



on J 
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Die Anwendung der Lagrangeschen Q^leichangen aaf 
vorliegendes Problem bietet insofern eine Schwierigkeit, da in 
der kinetischen Energie eine größere Anzahl von Stromintensi- 
täten vorkommt als die Zahl der Koordinaten in U beträgt 



J[(^, + i^,)/i + {0, + ö,)(7, + (Ä, + ir,)A,]d 



+ ^/[(-fl + -^t) /; + (0. + ff.) gt + {U, + F.) A,l d T. , 



ij 









= I L, »,• + I Mi, », + I if «, *, + I L, h' > 

wie zu beweisen war. Dabei ist 
oder, für Luft 

der Koeffizient der mataellen Induktion für das betrachtete Drähtepaar. 
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Wir werden aber durch folgende Überlegung leicht damit 
fertig. Aus Gleichung (2) folgt durch Integration 

/ 



wenn mit Q^ der Anfangswert von q^^ bezeichnet wird. Führen 
wir noch die Definition 



ein, so ist 

zu setzen; und daher auch 

Hieraus folgt aber 

da da 

dO - *> an 

Wir denken uns jetzt die Q;«,^,^ in t/' eingeführt, und 
wählen sie als neue Variabein; dabei ist natürlich 

zu setzen. 

Bei Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen (TV. VorL 
§ 2, GL 1) wird jetzt 

d dT e ü d V __ ^ 

Oller, was dasselbe bedeutet 
d dT ^ dU ^9,^ ^ dU d^o ^ dV f. 



d. h. 

d d T ^ ? _ A£ . dF ^ Q 

Gemäß den Ausdrücken von T, U und F erhält man aber 
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und durch Einführeo dieser Werte in die Bewegungsgleichung 
oder endlich 

(3) 2' ^e.r^r -2*' ^^.«T^'o +2*^ 2' 2" ^^t, e, f*.o,x, Ja, r,r=^0, 

WO die JV durch die Gleichungen 

ZU definieren sind. 

Die gesamte Zahl der Gleichungen (2) und (3) gleicht der 
Zahl der unbekannten Funktionen q und i; sie beträgt nämlich 
p + m. Nach der vierten Vorlesung (§ 3) vollführen wir die 
Elimination, indem wir jedem g und jedem i die Determinante 
der Koeffizienten vorsetzen. 

Nun ist offenbar diese Determinante eine Funktion des 
Operators -ö, deren Grad höchstens gleich p + m werden 
kann; es ist aber leicht zu zeigen^ daß bei wirklicher Be- 
rechnung der Grad sich als niedriger erweisen wird. 

Nach den Gleichungen (1) und (2) ist 

^2'-^?;. = - 2^2> 2>''^.c.A* = 0, 

was der Aussage entspricht^ daß die gesamte Ladung un- 
verändert bleiben muß. 

Wir können daher durch Addieren von mehreren Linien 
den Faktor D zu einem gemeinsamen, für eine ganze Linie 
der Determinante machen. 

Dann erniedrigt sich natürlich die Ordnung der Differential- 
gleichung um eine Einheit, und wird zu 

y = p + m — \ , 

In einem komplizierten Leiter genügt also jede 
Ladung und jede Intensität einer gewöhnlichen, homo- 
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genen Differentialgleichung, deren Ordnung in der 
Weise zu berechnen ist, daß man die Zahl der Kapa- 
zitäten zu der Zahl der Drähte addiert, und dann von 
der Summe die Einheit abzieht. Die Charakteristik einer 
solchen Gleichung, die wir als Charakteristik des Leiters 
bezeichnen wollen, wird erhalten beim Nullsetzen der Deter- 
minante; dabei ist natürlich das Zeichen D als eine Unbekannte, 
und nicht mehr als ein Operator zu betrachten. 
Die Charakteristik hat den Grad 

p + m — l , 

Gibt es z. B. im Leiter zwei Kapazitäten und einen ein- 
zigen Draht, so wird der Grad zu 2, was eben mit den Er- 
gebnissen der achten Vorlesung 
(§ 5) in Übereinstimmung steht 
Wäre ein Leiter nach dem Kekul^- 
schen Benzolschema (Fig. 37) zu 
berechnen, so würde seine Charak- 
teristik zu einer Gleichung sechs- 
undzwanzigsten Grades werden. 
Das Verfahren, das wir eben 
geschildert, wäre bei praktischen 
Fällen gar nicht zu empfehlen, 
denn selbst wenn der betrachtete 
Leiter ein kaum kompüzierter 
Fig. 37. ist, SO wird die Ordnung der 

Determinante sehr hoch, und ihre 
Entwicklung sehr mühsam und weitläufig. Am besten wird 
man fertig, wenn man durch die Gleichungen (2) die Ladungen 
aus (3) eliminiert. Damit wird also ein System von m Gleichungen 
für die m Intensitäten erhalten; und die Ordnung der Deter- 
minante sinkt ebenfalls auf m. Die Natur und der Grad der 
Charakteristik bleiben übrigens unverändert 

Jetzt empfiehlt es sich die Drähte mit einer einzigen 
laufenden Zahl zu bezeichnen, so daß die (3) zu 



XX* 



m 



(4) ^*P^.rK = (|U=l-2...m) 

werden, und die Charakteristik die neue Form 
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(5) 



-Pl, l -Pl, 2 • • • • ^1, 
^2, 1 ^2, 2 • • • • -P2, 



m 



= 



(20 



■^«, 1 -^^i 2 • • • •*w, m 

erhält 

§ 2. Wir wollen jetzt einige Einzelfälle berechnen, nm 
zu zeigen, wie die Methode auf gegebene Leiter anzuwenden 
ist Die Resultate unserer Eechnungen werden wir übrigens 
in den nächsten Vorlesungen benutzen. Wir fangen an mit 
der Betrachtung des Leiters, der schon in der achten Vor- 
lesung studiert wurde; dabei lassen wir gewisse Einschränkungen 
fallen, die damals eingeführt waren. 

Die Gleichungen (2) werden jetzt zu 

und das System (3) ist durch die einzige Gleichung 

(SO K2^iqi + K2^2q2 — (Jfi.iyi + iSri,2y2) + (Ä + ^-D)« = 0, 
oder 

(i:2,i - üTi.oyi + (ir2,2 - i:i.2)y2 + (ä + J^JD)i = o 

zu ersetzen. 

Daraus bekommen wir die Charakteristik 

D 1 

D -1 
-K2, 1 — -Kl, 1 -^2, 2 — -^1, 2 R+ LD 

1 1 
^1) D -1 

-^2, 1 — ^1, 1 -^2, 2 — -^1, 2 R+ LD 
= J5[(Ä + LD)I) + JTi,! + ir2,2 - (ifl.2 + ^^2,1)] = 0, 

d.h. 

{R + LD)D + iTi,! + Z2.2 - 2ii,2 = 0, 

wobei von der Bemerkung Gebrauch gemacht wurde, daB für 
jeden Wert der n und a 



ist 
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Dieselbe Gleichung konnteii wir aber schneller durch 
Elimination der y^ und y, aus (3') ableiten. Ist der Wider- 
stand sehr klein, so bekommt man für die Schwingungsperiode 



r=2;ri/ A 



Wenn die elektrostatischen Wirkungen zu vemachlärSsigen 
sind, wird hieraus 

in diesem Falle darf man aber 

i'i " Ci ' «•« " (7, 

setzen, und damit erhält man 

K Q + Ci 
Ist z. B. C\ = C, Cg = 00, so leiten wir 

ab, ist Cj = Cg = C zu setzen, so wird endlich 

was (für kleine Widerstände) mit einem Resultate ' sich deckt, 

welches in der achten Vorlesung abgeleitet wurde ( VIIL VorL § 5). 

§ 3. Wir wollen von jetzt an, um die Rechnungen zu 

vereinfachen, die elektrostatischen Wirkungen als zu vemach- 

^ lässigende betrachten ; dabei führen wir statt 

der K die Kapazitäten ein. 

Es sei nun ein Leiter gegeben, der drei 

^ Kapazitäten besitzt, welche zu je zweien durch 

' ^ zwei gleiche, gerade, aufeinander senkrechte Drähte 

*^* ' verbunden werden (Fig. 38). 

Die Drähte unterscheiden wir mit den Zahlen 1 und 2; 

damit erhält das System (4) folgende Form 



(R+ LD)D + ^ 
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Der Kürze halber setzen wir 

{R + LI))L + ^^S, 

1 __ 
c "■ ^' 

und damit wird die Charakteristik unseres Leiters zu 

S r 



S 



hier hat man also zwei Eigenperioden, d. h. 

§ 4. Der nächstfolgende Fall ist derjenige eines Leiters, 
der vier gleiche Kapazitäten und drei gleiche Drähte hat 
(Fig. 39]. Dabei nehmen wir an, daß die Drähte zu je zweien 
aufeinander senkrecht stehen. 

Die Gleichungen (4) werden jetzt zu 



{R + LD)D + 



h - c'^^^' 



{R + LD)D + ^]i,-^l-i,-^i,^0, 



{R + £D)D + -^- 



y 



Fig. 89. 



woraus die Charakteristik 

= 5(5* - 2r2) = 5(5 + r y2 ) (5 - r ]/2) = 



5 


r 





r 


5 


r 





r 


5 



sich ergibt Der betrachtete Leiter hat also drei Freiheits- 
grade, und die entsprechenden Schwingungsperioden sind durch 
die Formeln 

'■■-''V^' A-Ü'j/?. ^.-2'V^. 

zu berechnen. 

§ 5. In den eben behandelten Fällen war die Rechnung 
dadurch erleichtert, daß die mutuelle Induktion fehlte. Die 
abgeleiteten Formeln haben doch eine weitragende Bedeutung, 
indem sie annäherungsweise ja immer gelten, wenn nur 
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die Länge der Drähte sehr groß im Vergleich zu den Quer- 
dimensionen ist 

Diese Verhältnisse kann man durch Berechnung 
eines einfachen Leiters erläutern. 

Dazu behandeln wir den Leiter^ der in der Figur 
(Fig. 40) dargestellt ist Er hat wieder yier (gleiche) 
Kapazitäten und drei (gleiche) Drähte. Die Drähte 
liegen aber zu einer Geraden parallel, während die 
Kapazitäten aus dazu senkrecht angebrachten Blech- 
scheiben bestehen. 

Man bezeichne mit M den Koeffizienten der 
mutuellen Induktion für zwei aufeinanderfolgende 
Drähte (1«2, 2-1, 2*3^ 3*2)| und mit m den entsprechenden 
Koeffizienten für zwei entfernte Drähte (1*3, 3*1); und setze 
noch^ der E^infachheit halber 

1 



Q 



T 

€ 

T 

3 

6 

Fig. 40. 



2=1)^M- 



' 



<T = D'm; 



dann wird als Charakteristik. 

S 2: a 

^ S 2 = (5 - ff) 

a 2 S 

Wir entwickeln diese Gleichung, vernachlässigen die Wider- 
stände, setzen 



= (5-ff)(S» + ff5-2^ = 0. 



b=^^{2L + m + 2M), 



c- C« ' 



and erhalten 

(L -m)D' + AI (aD* + 4i)« + c) = 0. 

Hieraus lassen sich aber die Perioden berechnen, also: 



2; = 2«|/ 



2i=2.|/_ 



2a 



Vb^-Aac 



C{L - m) 



^ V 6 +1/6« -4 



ae 



Jetzt hat man M und m zu bestimmen; dies läßt 
sich jedoch ohne Schwierigkeit ausführen, wenn nur L be- 
kannt ist. 
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also 



d.h. 



Denn wir dürfen (wenn die Länge eines jeden Drahtes 
durch / bezeichnet wird) 

setzen; und, auf ähnliche Weise 

L{3l)=^SL(l) + 4M+2m, 

m = i-[Z(3/) - 3Z(/) - 4jlf]. 

Nach einer Poincaröschen Formel, welche in der neunten 
Vorlesung (§ 2) abgeleitet wurde, ist nun 

i(/) = 2^»/(log^-l), 

wo mit d der Durchmesser der Drähte gemeint ist 
Wir bekommen also 

Jlf==^»/log4, 



X 



Diese Ausdrücke zeigen nun, daß der Selbst- 
induktionskoeffizient von der Länge / sowie vom 
Verhältnisse Ijd abhängt; die Koeffizienten der 



Pi 



U 



^) Diese Ausdrücke sind übrigens sehr leicht direkt 
zu erhalten. Aus der Definition von M (diese Vorlesung, 
i^ 1, Fußnote) 

folgt ja für zwei Drähte, welche auf derselben Geraden 
liegen (Fig. 41) 

«i a + i, + «9 «1 

» ^- I 1**1 lUlf- 

o a •\- Ix o 

= Ä^[(a + /, + i;)log(a + /j + 4) - (a + i,)log(a + l^) 

- (a + li)\og(a + li) + alogaj, 



« \ 



o 



l. 



(i a t- h -r (fl h 

M= A^ jdx, Idx^ — i— » A^ jdxi log 



Fig. 41. 



A^ 



'■ '»8 -a +-^— t '. 1«« aT4- "■ " '"« (a- + 7,T(a T^) J 



Setzen wir also = 0, /i = i^ , so wird 

M= A^llogi; 

setzen wir dagegen a = ^ = ü, , so erhält man 

27 

M = m = A^ l log 



16 



Garbasso, Spektroskopie. 
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mutaeUen Induktion sind dagegen lauter Funktionen von /. 
Es ist übrigens einleuchtend, daß, wenn d abnimmt, dann L 
zunimmt. Für lange und dünne Drähte sind daher die M 
gegen L zu vernachlässigen« 

§ 6. Wir machen von diesem Ergebnisse Gebrauch in- 
dem wir, zur Berechnung von kompUzierteren Leitern fort- 
schreitend, die mutuelle Induktion eben gegen L vernach- 
lässigen. Eis wird also angenommen, daß in 
den betrachteten Leitern lauter dünne und 
lange Drähte vorkommen. 

Gibt es daher (Fig. 42, a) fünf (gleiche) 
Kapazitäten und vier (gleiche) Drähte, so wird 
als Charakteristik 



L 



Fig. 42. 



5 r 

r 5 r 

r 5 r 

r 5 



= Ä*-3r»4P + r*=:0 



erhalten, woher die Schwingungsperioden 



T^^2n 




^i_ _, r, = 2;t, / --^i^-^, 



2 



8 +]/T 



folgen. 

Wird der Leiter dagegen von sechs (gleichen) Kapazitäten 
gebildet, welche zu je zwei durch fünf (gleiche) Drähte ver- 
bunden werden (Fig. 42, b), so nimmt die Charakteristik die 
neue Form 



s 


r 











r 


S 


r 











r 


S 


r 











r 


S 


r 











r 


S 



= 5(5*-4r»S» + 8r*) = 
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an^ woraus wieder die Eigenperioden 



""i^ 



Y^' 



r, = 2jrV(7i 



^3=2«]/-^ 



^* = 2«|/^ 



n = 2 



'l/^ 



VaT 

sich ableiten lassen. 

§ 7. Der Satz, den wir gleich am Anfang dieser Vor- 
lesung (§ 1) bewiesen haben, wonach der Grad der Charakte- 
ristik für einen gegebenen Leiter durch die Formel 

7' = /? + m — 1 

zu berechnen ist, bestimmt eigentlich eine obere Grenze für 
den betreffenden Grad. Es können aber « 

einige Wurzeln zu mehrfachen werden, was 
die Freiheit der Schwingungen erniedrigt 
Um darüber klar zu werden, betrachte man 
den Leiter, der durch Fig. 43 dargestellt 
wird. Es handelt da sich um vier Kapazitäten, 
welche zu je zweien durch drei (gleiche) Fig. 43. 

Drähte verbunden sind; die Drähte gehen 
immer von derselben Kapazität aus und stehen übrigens, wie 
vorher (§ 4), aufeinander senkrecht. 
System (4) nimmt jetzt die Form 



\R + LIJf)I)+^ 



h +-ch + ch""^' 






an; und die Charakteristik wird zu 



s 


— r 


— r 


— r 


S 


— r 


— r 


— r 


S 



= S{S*-r^- 2r*(S + r) = (5 - 2r)(S + rf = 0. 
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Hiernach beschränken sich die Schwingungsperioden auf 
zwei und zwar 



T^ =:2«y^T, 



2i = 2^1^; 



die erste ist dabei doppelt so groß wie die zweite. 

§ 8. Die Berechnung der Strahlung, welche von einem 
komplizierten Leiter ausgesandt wird, gestaltet sich im all- 
gemeinen sehr schwer. In einigen Fällen kann man aber die 
Rechnung nach dem in der achten Vorlesung (§ 8 u. £) an- 
gegebenen Verfahren durchfahren. 

Als Beispiel wollen wir den Leiter mit zwei Eigenperioden 
betrachten, der im dritten Paragraphen dieser Vorlesung be- 
handelt wurde; dabei greifen wir die ganze Rechnung nach 
der allgemeinen Methode (IV. VorL § 3 und 4) vom Anfang 
wieder an. 

Die Gleichungen des Problems lauten jetzt, bei Vernach- 
lässigung der Widerstände 

^78 -«'2 = 0, 
worauf die Charakteristik 



(6) 



D 





7) 1 













D Q -\ 1 








2) - 1 


= 






1 _ 1 -CLD 








1-1 - CLD 






1 ableiten läßt {IV. Vorl. § 4). 






Beim FiOtwickein wird 






2) - 1 1 




D 





1 


a 'D - 1 







D - 


1 


-1 -CLD 




1 -1 








1 - 


1 -CLD 




1 


-1 - 


CLD 
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B\ B 



D -1 1 

-1 -CLB 
1 - CLB 



.u\n\ 



-1 




1 

-CLB 


-CLB 


B 1 
1 -CLB 






-B 


-CLB 
-1 






-B 




B -1 
1 -CLB 



B 


-1 


-1 


-CLB 


1 -1 





B 


1 


B 


-1 


1 -1 


-CLB 


1 


\ 


-CLB 


1 



+ 



-1 Oh 

1 -1 u 

B 

1 -1 

= BC [lB^ + ^) [lB^ + |.j = 0, 

was eben mit den, im dritten Paragraphen erhaltenen Resultaten 
vollständig übereinstimmt 
Wir dürfen also z. B. 



1\ = <^i«'''+ ^»«'•' + 0^6'**+ C^e"*' 



1 . 1 



'^»=+'1/^' 



C^ = -l 






(7) 
mit 

Cj = + 2 

setzen. 

Man nehme jetzt die vier ersten der Gleichungen (6) und 
betrachte sie als (algebraische) Gleichungen für die unbekannten 
Funktionen q^'q^'^i und ^ (IV. Vorl. § 4); dann wird 

— q^ — CLDi^ = — ?i, 
und, der Reihe nach 

D Q \ 



(8) 



^2=- 



0-1 1 

2> -1 

1 --CLD 

~ A 
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mit 



D 


1 





D 


-1 


1 








-1 


-1 1 


-CLL 






?1 = - 



A y»' 



A = 




D 

D 

-1 



1 
1 


CLL 




1 

1 





also: 

(9) q^={CLD^ + \)q„ 

und dabei 



= D. 



y3=-(C7i;Z)« + 2)y,, 



(9) 



«1 =-^yi» 



^2=-i>(CZJ^2 + 2)yl. 



Es ist leicht zu sehen, daß diese Werte wirklich den 
Gleichungen (6] genügen; und zwar zeigt sich dabei, daß den 
vier ersten Gleichungen identisch, der fünften aber unter Be- 
rücksichtigung der Differentialgleichung 

[CLD^ + \)[CLD^ + 3)^1 = 
genügt wird. 

Setzen wir für q^ seinen Wert (7) in die Gleichungen (9) 
ein, so erhalten wir 



also: 





q^ = ^^C^{CLc^^+\)e''^, 




1 




h = -'^''C„c„e''-', 




[ i,= -'^-C„c„{CLc„*+2)e''^. 


Es ist aber 


c 2 = 


-c*— * c * — c^ — ' 
'^i CL' «^3 - «^4 - GL* 
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(7) 






d. h. 



§ 9. Um die Integrationskonstanten vollständig zu be- 
rechnen, stelle man folgende Anfangsbedingungen auf 

(?i)<-o = Qi , (9'j)«-o = 0, iatji.o = - Qi , 

{h)«-o = (^)«-o = 0, 

C, + C, +C, + (7. = (2i, 

c, + c, = o, 

- (^1 + c,) + c, + c, = - (2i , 



0. 



q = C, = 






woraus 

c, = c, 

folgt, und damit 
jj = Q, cos iti t, 

Es schwingt also die Ladung Qj von der ersten zu der 

dritten Kapazität und die Periode ist dabei diejenige, welche 

im dritten Paragraphen dieser Vorlesung mit 2*^ bezeichnet wurde, 

d. h. , 

2\ = 2nVcZ. 

Setzen wir dagegen 

(7i)/-o = Ca ' (S'»)«-o = - 2Q, , (5's),=o = Cj , 

(h)«-o = (^)i=o = 0. 



80 wird 



-2(C3 + CJ = -2Q,, 
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also : 

Ci = Cg = , Cj = C^ = -^ , 

and daher 

Jetzt schwingt eine Ladung Q^ von der ersten zu der 
zweiten Kapazität» und eine gleiche Ladung, gleichzeitig, von 
der dritten zu der zweiten Kapazität Die Periode ist dabei 



Z 



=2«i^ 



2 - '• (^ 3 

§ 10. Sind die Ladungen im Anfangszustand ganz zu- 
fällig gewählt (doch mit der einzigen Bedingung, daß das ge- 
samte Quantum gleich Null sei) so dürfen wir immer 

i9i)t-o= a = Ja + !) + (- I), 

(73)^ = = -(a + Ä)=-(a + |) + (-|) 

setzen; schreibt man aber, der Kürze halber 

« + Y = 6i. --2- = Q». 
so wird 

(?i)i=o = <2i + <2,, 

(92)« = 0^ 2(2,, 

{f73),=o = -<2i + «2; 

der allgemeine Prozeß setzt sich also aus zwei PartialschwiD- 
gungen zusammen, welche eben den Fällen entsprechen, die 
im vorigen Paragraphen behandelt wurden. 
Aus den Bedingungen 

c, + e^ + c^ + c, =<2, + «,, 

- (C, + C,) + C, + C, ^-Q^ + Q^, 
C,-C,- y3(C' - Q = 



\ 
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wird 



und folglich 



q = c, = 



9^ 

2 ' 



^, = C* = 1 




o 



/ 



Q 

i 



I ^. 



o- 



o 



91 = Qi cos Hl ^ + Ca cos Ha ^, 

92 =-2^2 cos n,/, 

^3 =- 6iC08ni^+ QaCösna^ 
h = ^^1 Qi 81^ "i ^ + ^8^2 sin Ha ^ 
1*2 = Hl Ci sin Hl ^ — n, Qj sin Ha ^. 

Es bedeuten aber diese Lösungen, daß unser Leiter in 
die Ferne dieselben Wirkungen 
ausübt, als wenn er durch drei 
einfache Leiter (in Fig. 44 
punktiert gezeichnet) ersetzt 
wäre. 

Die Strahlung ist also nach 
der in der achten Vorlesung 
(§ 8 u. £) angegebenen Methode q' 
zu berechnen; wie sich leicht ( 
zeigen läßt, besteht sie aus zwei 
Wellenscharen, welche sich mit 
Lichtgeschwindigkeit durch den 
Kaum fortpflanzen. 

Die zwei Wellen haben die 
Perioden T^ und T^ und sind in senkrechten Ebenen polarisiert.^] 

Zwölfte Vorlesimg, 

Weitere Entwicklung der eiektromagnetischen 

Dispersionstheorie. 

§ 1. Einleitendes. — § 2 — 4. Berechnung eines Mediums mit zwei Ab- 

sorptionsstreifen. — § 5 — 6. Ein Medium mit drei Absorptionsstreifen. — 

^ 7. Verallgemeinerung der Theorie. — § 8. Dispersionsformel. 

§ 1. In der sechsten wie in der zehnten Vorlesung, bei 
der Darstellung der t. Helmholtz sehen und der elektro- 
magnetischen Dispersionstheorie, haben wir Gebilde mit einem 

^) Dieser Strahlungsprozeß wurde auf Anregung des Verfassers von 
Dr. P. Zonta (in Genua) berechnet. 



Fig. 44. 
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einzigen Freibeitsgrad, also mit einer einzigen Schwingongs- 
periode berechnet. Nun liegt diesen Ausfübrungen eine gewisse 
Bescbränkung zugrunde, die wir jetzt fallen lassen wollen. 

Denn solcbe Mittel, wie wir sie bislang betrachtet haben, 
besitzen ein einziges Absorptionsmaximum, was den wirklichen 
Verhältnissen kaum entsprechen kann. Zur VeraUgemeinemng 
der Theorie nahm schon seiner Zeit t. Helmholtz die An- 
wesenheit Ton mehreren Molektilarten an; diese Anschauung 
ist aber als unwahrscheinlich zu beseitigen.^) Wir wollen 
dagegen das Molekül durch ein kompliziertes Gebilde darstellen, 
etwa nach dem Muster der Leiter, die wir in der letzten Vor- 
lesung berechnet haben. 

§ 2. Als erstes Beispiel betrachten wir den Leiter mit 
zwei Freiheitsgraden, der im dritten Paragraphen der vorigen 
Vorlesung studiert wurde. 

Der Einfachheit halber denken wir uns aber die zwei 
Drähte auf derselben Geraden liegend, und yemachlässigen die 
mutuelle Induktion, was, wie bemerkt, unter gewissen An- 
nahmen immer gestattet ist 

Den Lag ran gesehen Gleichungen 

{E + L1))D + ^'^1,-1-2^ = 0, 

{Ji+LI))l) + ^^i,-±i,=0 

setze man, um dem Einflüsse der Torbeieilenden elektrischen 
Kräfte Rechnung zu tragen, eine rechte Seite bei; dann erhält 
man für den cr-ten Leiter 



(1) 



d. h. 



{JR + LD)D + 
{E + LD)D + 



C 
C 



««.X- 



'a.t- 



I« . = 



— *^* 



C **•• 

1 



54,, + ria,. = 



c ""•* 



Ir. . = 






K^ 



ria,, + 5i;,.= -^^^. 



c 



a, t 



z, 



^) Man wird z. B. das Molekül des Eisendampfes nicht als den 
Inbegriff von viertausend voneinander unabhängig schwingenden Teilchen 
sich denken. 
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also: 



'a,» = - 



1^ 
G 



ifa,. 


r 


Ka„ 


S 


s 


r 


r 


8 



^, 



1 K^ ,S-K r 

1 o, 1 a, « 



^, 



C (S + r)(S-r) 



c 



A l K ^ K K. - K 

1 / a, 1 ' o, t — - 



Ä+ r 



(5 + r)(5-r) 

+ 



-^a,i - ^cx. 



^^)^' 



CLD^+CED + l ' CLD^ + CR 

und daher, beim Festhalten der Bezeichnungen, welche in der 
zehnten Vorlesung (§ 4) eingeführt worden sind. 



k - — Ä = ^ = — ^ ( 



8 



a, 1 



471 



^« 


,1 a,« 




CL£>» + CÄZ> + 1 




+ ■ 


^0,1-^0,, 




CLD* + CRD + S 




\ 






4n 


z. 



CLD^-höBU + l • CLD^ + GÜD + S 

Ein ähnlicher Ausdruck gilt nun für jedes t^; demgemäß 
erhalten wir für die durch die Flächeneinheit, der xr-Achse 
parallel, hindurch tretende Stromdichte 



A = ^o + 2*".. + 2*A.= ;^ + 



+ 



CLD* + CBD + 1 



fin 



4n 



CLD^ + CBD + S 
IT 

4:71 

OLD* +~CRD + 1 
4n 



Z, 



Z, 
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mit 

(2) 











E 


«0 


+ 






4n 


4 71 


1 


+ 


aD + bD* 










ET' 




-1- 






4n 



S + aD + bD* 



% 



-iv^. 



s = 



BT 



""*o ■*" 1 +a2> + 



+ 



IT' 



bl)^ ' 3 + a /> + 6 />* 



t 




*- ac 



Fig. 45. 

Hier sind E und E' zwei, für das System der Fig. 45 
charakteristische Eonsanten. 
Ist wie Torher 

ly - int 



Z^'&e 



80 hat man für € 



E E' 

*o "*■ l-an^•-*6n* "*" 3-ont-6ii' 



zu setzen. 
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Woraus durch eine, der in der zehnten Vorlesung (§ 5) 
entwickelten, ganz ähnliche Rechnung 



«3 • gtt 



(3) 1 



n' c" 
2k 



JSrq -6n») E"{3-b n ») 

*o "*■ (1 - ^ n*)* + a« n* "^ (3 - b n^ + '*' n* " ' 



= Ä^an 



(1 



^ + ^ 1 



cn 

abzuleiten ist. 

§ 3. Aus der zweiten unter den Gleichungen (3) kommt nun 

c^ 2 [ (l -Än«)* + a«n» "*" (3-6nT + a'n'' 
also: 

%ß^) _ A^ r y. 2n [(1 - b n^)* + o» n^] - n* [~ 4ä^(1 - 6n*) + 2a»n| 
du ~ 2 i [d _ ^ n«)* + a« n^J« 

jgv. 2n[(3 -fen^)^ + a ' n»]-n*[-46n(3- 6n*) + 2a*n] \ 

_ :^1 1 Lv 2n(l -f>n ^) (l +f>n^ y... 2n(3 - 6n»)(3 + fe n*) \ 
" 2 l [(1 - i» n*)* + a* n^p "*" [(3 - 6 n«)« + o' n«? T 

Es werden daher Wellen Ton unendlich großer oder un- 
endlich kleiner Länge gar nicht absorbiert Dabei hat das 
erste Glied auf der rechten Seite ein Maximum für 



«i = 1/t' 



T. =2nyr. 



und das zweite Glied für 

Die letztgenannten sind aber, nach der Torigen Vorlesung 
(§ 3) die Eigenperioden für den Leiter, der das betrachtete 
Medium bildet. 

Hier haben wir also zwei verschiedene Absorptionstreifen, 
und das System absorbiert wieder die Wellen, die es aus- 
zusenden vermag. 

§ 4. Bei Vernachlässigung des ersten Gliedes auf der 
linken Seite der ersten der Gleichungen (3) wird jetzt 

ö "^ (1 - 6nV+ a'n« "*" (3 - 6n«)« + a«n« ' 

Im ersten Absorptionsmaximum [T — T^) verändert sich 
das zweite Glied auf der rechten Seite sehr schnell, das dritte 
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dagegen sehr langsam; für die Umgegend des ersten Streifens 
ist also 

und, nach einer ähnlichen Überlegung, für die Umgegend des 
zweiten Streifens 

A^2 _ q> 2 . ^^ (3 - 6 n«) 
- -^4 ^ (3 - Ä ii")« + a« u« 

zu setzen; yi^ und 9^2 sind dabei als konstante Größen zu 
betrachten. 
Wonach 

dn " [(1 -6n«)«+a"n«p' 

a (N^ - %*) _ Ort /P" J (3 - 6 n«)» - 8 a« 
ön " [(3 - Ä nV + a* n'P 

folgt. Um die Maxima der Absorption herum wird also der 
Brechungskoeffizient kleiner für kleinere und größer fiir 
größere Schwingangsperioden der vorbeieilenden Wellen; was 
eben den Verhältnissen entspricht, die in Fig. 2 dargestellt 
worden sind. 

§ 5. Zu ganz ähnlichen Resultaten werden wir aber ge- 
führt, wenn wir uns Leiter mit drei Eigenschwingungen in 
das Medium eingebettet denken. 

Dann ist für das System der Fig. 46, nach der elften 
Vorlesung (§ 4 und 5) 

\E + LI))I) + ^i^^^i^^O, 
also, unter dem Einfluß von äußeren Kräften 



(4) 



{R + LB)I) + 



G 



K 






o, 1 



[R + LD)]J + ^ 



\ 



t — — t — - - 1 ^= 

*a, 2 /nr "o, i >nr •«, » — 



1 
C 



c 



a. « 



{R + LD)D + ^ 



1 



C 



a,9 



z, 



z. 



«a.. --7?«a,. =-^e-^ 



C 
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^- X 



Fig. 46. 



1 setzen; es kommt daher 



»a., = 



A' 



«, I 



C 



K 
A' 

r 




a, • 



a, a 



r 
S 
r 
r 

S 



; 



I y 





r 
S 



^ 1 K,.(^^-r-)-r(K,,,S^ K^^^r) 
C S{S*-2r*) 



K„ ■*-^- +S'.j5(5_,^^5.L^ 



2 



(5 + rVll")(5-r|/2) 



5(6' + rl/2)(5-r/2) 



z 



1 Z-^« . + -^« • -AT. 

A / a, 1 a, a 



a. « 



+ 



1 2 



/2 



6-(6' + rV^2) 



Ä(S + rV'2)(&'-rl/2) 



^, 
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Cl, I et, s I flf s 

2ö\ Äx«-i/9 ■*" s 



Ä + rl/2 



a, 1 a. s 



iT 



a. t 



+ 



Vi 



S-r/2 



i?, 



y. 



1/2 



+ -. 



K 



a, 1 



iC. 



a, s 



2 ^CL/)« + a72/> + 2-}/2 ~CLD^ + 0RD-h2 



a, 1 a, s 



K. 



o.« 



+ 



y2 



und endlich 



CLD* + CBD-h2 + }/¥> 



^, 



mit 



(5) 



« = «0 + 



A» 



JS" 



« 



4n 



i^, 



+ 



^ 



'// 



2-y2 +aD + bD^ ' 2+a/> + 6Z)« 

+ ^ 



2+V2 + a/) + 6/>* 

Bei der üblichen Definition Ton Z wird nun 



(6) 



_ j^ + -V. = ,p 



n' 



ßn + 



ir(2-t/2-6n*) 



^^(2-6n») ^'"(2 + }/2 - 6n^ 



(2 - 6n«)« + a*n« • (2 +|/2 - im*)« + a«n*. 



2k 
en 



= ^*an 



J?' 



L (2 - /2 - i» n*)« + a« n« 

JS[ E"'' 1 

■*" (2 - 6"nT + a« n«" "*" (2 + V^ - An»)« + o*n« J * 

§ 6. Man braucht also keine weiteren Rechnungen aus- 
zuführen, um folgendes behaupten zu dürfen: 

1. Es besitzt unser Medium drei Absorptionsstreifen 
welche den Eigenperioden seiner Bestandteile 



''• = ^''1^ 



2 * 1/ 2 + yi 

entsprechen (man vergleiche hierüber die XL VorL § 4). 
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2. Es zeigt das Brechungsverhältnis drei Maxima und 
drei Minima , indem es um einen Absorptionsstreifen kleiner 
fiir kleinere und größer für größere Perioden der hindurch- 
eilenden Strahlen wird. 

§ 7. Die Theorie, die wir bis jetzt geschildert haben, 
ist als eine ganz allgemein gültige zu betrachten. 

Wird z. B. das System aus willkürlich komplizierten 
Leitern zusammengesetzt, so wird es immer möglich sein 
(XI. Vorl. § 1) die Lagrangeschen Gleichungen in die Form 



1 

zu bringen; woraus durch die Einführung der äußeren elek- 
trischen Kräfte 



(7) 



m 



1 



ZU erhalten ist 
Also: 



^a., = 



a, t a, t a, 1 i, s t, m 

•*^ » X "^ -^kr. - ^ "f" •**« . Z P^ . • • • P« «. 

o, > a, « a, t 9, t fi, m 



K'„„X^'K'Y-{-K'''Z P„, 



a^m 



. P. 



M, m 



«,1 



1, t 



«. « 



. . . P 
. . . P 



1, m 



«, m 



m. 1 



m, 



1 1 



P 



m 



Jetzt wollen wir annehmen, und dieses ist die einzige 
Einschränkung unserer Theorie, daß die Charakteristik des 
Leiters lauter komplexe Wurzeln besitzt; dann darf man den 
Nenner in dem Ausdruck von i«^ , in der Form 

FF F 



FF F 



m 



= -A^l . -A^, iVp 4- m - 1 



m, 1 



m, 9 



P 



111, m 



'> 



vschreiben, wo die iV Funktionen zweiten Grades des ]) sind. 

Garbasso, Spi'ktroAkopie. 10 
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Der Zähler ist offenbar eine Funktion derselben Variabein 
Yon dem Grade;? + iw — 3, also i«, , eine Funktion des Grades — 2. 
Wie leicht zu beweisen, darf man hiemach 

^« . -^^ - **' ö 

2 = _ ^' ' j ^'_1 4_ 4. 



2 

setzen; hier sind aber die Z von JJ unabhängig. 

Setzt man noch voraus, daß die Leiter im Medium ganz 
unregelmäßig verteilt liegen, so wird fiir die Dielektrizitäts- 
konstante 

(8) 6 = 6„ + ^ + ^ + . . . 

erhalten. 

Hiernach muß das System (/? + m— 1)/2 Absorptions- 
streifen zeigen; und der Gang des Brechungskoeffi- 
zienten um diese Maxima der Absorption ist auch 
unmittelbar vorauszusehen. 

§ 8. Betrachten wir nun ein Spektralgebiet, dessen Perioden 
größer als die Eigenperioden des brechenden Systems sind, so 
wird das zugehörige Brechungsverhältnis durch die Formel 

■KT 1 ^ I C , d , 

dargestellt (X. Vorl. § 9, Gleichung 6); liegen dagegen die Ab- 
sorptionsmaxima im ultraroten Teile des Spektrums, so hat man 

zu setzen (1. c, Gleichung 7). 

Untersuchen wir endlich eine Gegend, die zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Streifen enthalten ist, so muß man die 
Brechungsgleichung zu 

9) iv=-./^=' + i? + J;- + j;+| + ... 

ergänzen (man vergleiche hierzu die I. Vorl. § 1). 

Es ist daher kein Wunder, wenn die Formel von Cauchy 
(V. Vorl. § 5) in vielen Fällen gute Dienste zu leisten vermag 
(I. Vorl. § 1); die Verhältnisse können ja so liegen, daß die 
Wirkung der ultravioletten Eigenschwingungen des Mediums 
eine überwiegende ist. 
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Dreizehnte Vorlesung. 
Elektrische Schwingungen in einem Leltersysteme. 

g 1. ätallaug und Lbtuag des HUgemeiuen Problems, — §2. Uerechnung 
eipBH ResoDiitoreiigchirines. — § 3 — b. Ein System vou zwei Leitern. -~ 
S 6—7. Erkläniiig der Doubletspektren. — § 8. System von drei Leitern. — 
<; 9. Erklärung der Triplelspektren. — $$ 10. Vernllgsmeinerung der 'i'heorle. — 
^ 11. Sjystema von Syatamen. 

§ 1. In der siebenten Vorlesung wurden mechaniBche 
Bilder für die Moleliüle zusammeugesctzter Körper bescbrieben ; 
zur Erläuterung der Vorgänge, welche sich an solchen Gebilden 
abspielen, habeu wir jetzt in entsprechender Weise nnsere 
elektromagnetische Theorie zu erweitern. 

Dazu betrachten wir ein System von a getrennten, unter- 
einander gleichen oder ungleichen Leitern. 

Die Behandlung des Problems ist der in der elften Vor- 
lesung auseinandergesetzten durchaus ähnlich. Der Kürze 
halber ist es entbehrlich die Lagrangeschen Gleichungen an- 
zuwenden; wir können vielmehr von Anfang an die Grleichungen 
niederschreiben, die den [2] und (Ö) der genannten Vorlesung 
für den jetzigen Fall entsprechen. 

Dabei sollen a und ß die laufenden Indizes der Leiter; 
ji, «, 17, r die Indizes der Kapazitäten; 
/i, I' die der Drähte bedeuten. Jeder 
Leiter wird durch ein einziges Kenn- 
zeichen (etwBcf) bestimmt; jede Kapazität 
dagegen mit zwei Kennzeichen (etwac;,;i), 
von denen das erste dem Leiter, das 
zweite aber der Kapazität eigentlich 
entspricht Ein Kapiizitätenpaar stellen 
wir daher mit vier Zahlen {etwa «, n, 
ß, t] dar. 

Ein Draht wird durch vier Kenn- 
zeichen definiert {etwa a, n, p, /*), vou 
denen das erste dem Leiter entspricht, pig 47. 

dem der Draht gehört, und das zweite 

und das dritte den Kapazitäten, die er verbindet, das vierte 
endlich den Draht eigentlich bestimmt Dementsprechend wird 
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ein Paar von Drähten durch acht verschiedene Zahlen (etwa 
a,n,(),fi,ß,G,T,v) dargestellt Diese Verhältnisse sind in der 
Figur (Fig. 47) für einen einfachen Fall erläutert. 

Im übrigen behalten wir für die Ladungen, die Potentials- 
koeffizienteu; die Widerstände^ die Selbstinduktionskoeffizienten, 
die Stromintensitäten, sowie für die Koeffizienten der mutuellen 
Induktion die frühere Schreibweise bei. 

Wie vorher ist zu beachten, daß ia,n,Q,iA die Intensität des 
Stromes ist, welcher im a-ten Leiter von der ;r-ten zur ()-ten 
Kapazität fließt. 

Es wird also: 

Nach dem ersten Paragraphen der achten Vorlesung 
ist nun 

und der Gleichung (3) der elften Vorlesung gemäß dürfen wir 
auch für den jetzigen Fall 

schreiben; dabei ist natürlich 

-^a, jr, e, /*, A <T, T, v = ^ '"^a,n,Q,fi,ß,a,T,v 

ZU setzen. 

Die gesamte Zahl der Gleichungen (2) und (3) ist genau 
gleich der Zahl der unbekannten Funktionen q und t; und die 
Elimination wird, wie immer, in der Weise ausgeführt, daß 
man auf jede Unbekannte die Determinante der Koeffizienten 
anwendet. 

Jedes Element der Determinante ist nun eine Funktion 
ersten Grades des Operators i>, die Determinante selbst wird 
also höchstens den Grad 

a 

^- {Pa + '»a) 

1 

erreichen. Beim wirklichen Entwickeln zeigt sich aber der 
Grad niedriger, was allerdings auch a priori zu erkennen ist 
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Nach (1) und (2) wird nämlich 

/> 2-^ 7a. .T = - S--' 2^ 2^ '«, .T.e, /« = 

für jeden Wert des a\ man kann daher J9 zu einem gemein- 
samen Faktor für a Linien der Determinante durch einfaches 
Addieren machen. Dann wird der Grad derselben zu 

g 

l 

In einem Leitersystem genügt also jede Ladung 
und jede Intensität einer gewöhnlichen linearen 
homogenen Differentialgleichung, deren Ordnung in 
der Weise berechnet wird, daß man die Zahl der 
Kapazitäten zu der Zahl der Drähte addiert und Ton 
der Summe die Zahl der unabhängigen Leiter abzieht 
Die Charakteristik der genannten Gleichung, welche im folgen- 
den als Charakteristik des Systems bezeichnet werden 
wird, erhält man beim Nullsetzen der Determinante und beim 
Betrachten des B als einer unbekannten Größe; sie hat im 

a 

allgemeinen den Grad ^a [jp^ + m^ — a . 

i 

Für die einzelnen Leiter, aus denen das System gebildet 
ist, hat nun die Charakteristik (XL Vorl. § 1) den Grad 

wir leiten also 

1 
ab. 

Es spricht diese Gleichung einen Satz aus, der für unsere 
Theorie von fundamentaler Bedeutung ist; der Grad der 
Charakteristik für ein System von komplizierten 
Leitern, ist gleich der Summe aus den Graden der 
charakterischen Gleichungen, welche den einzelnen 
Leitern entsprechen, die das System bilden. 

Sind die y^ lauter gerade Zahlen, so behält natürlich der 
Satz seine Gültigkeit; wir können daher schließen, daß ein 
Zusammengesetzes System ein Spektrum von so vielen 
Linien aussenden wird, als seine Bestandteile im 
ganzen aussenden. 
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Das fieclmangsverfabren, das wir geschildert haben, ist 
für wirkliche Fälle nicht geeignet. Es empfiehlt sich vielmehr 
die Ladungen darch (2) aus (3) zu eliminieren; damit werden 

g a 

dann ^a m^ Gleichungen für die 2** ^a Intensitäten erhalten, 

und die Ordnung der Determinante sinkt ebenfalls auf 2« '"o • 

Dabei behält allerdings die Charakteristik ihre Natur und 
ihren Grad. 

Es ist übrigens bequem, die Drähte durch ein einziges 
Merkmal zu kennzeichnen, und die Gleichungen (3) in die neue 
Form 



n 



(4) ^-P^.Jy=0, Gli=l,2...70, 

ZU bringen; dann wird die Charakteristik zu 

P P p 



n = 



/"^a* 



(5) 



F P P 



/ 



n.i 



= 0. 



p p 

§ 3. Um die im vorigen Paragraphen dargestellte Theorie 
durch ein einfaches Beispiel zu erläutern, wollen wir jetzt den 
Resonatorenschirm betrachten, der in der zweiten Vorlesung 
(§ 2) beschrieben wurde. 

Es handelt sich also um ein System von gleichen Leitern, 
mit einer einzigen Schwingungsperiode. 

Werden die elektrostatischen Wirkungen vernachlässigt, 
so bekommt man 

1 1 " 

, — 7«,. - -^ - 7«.. - ^fi^a,ßiß = 0, (cf = 1.2...a), 



a, 1 



a, 9 



und bei Einführung der Definitionen 



UK,ß = Pa,ß, (« + /?; cc,ß= 1.2...a), 



endlich 



+ 



1 



a, i 



c 



= p. 



a, a : 



(a = 1-2 . . . a). 



a,5 



a 



1 
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Jedes i^ bildet also eine Lösung der Differentialgleichung 

\p p p 



'„ = 0, 



p p p 

welche eine homogene lineare Differentialgleichung von der 
Ordnung 2 a ist. 

In der Tat reflektiert ein solcher Schirm erfahrungsgemäß 
keine monochromatische Strahlung. 

Die Größe der Perioden für die gestörte Bewegung ist 
leicht zu berechnen^ wenn man die Resonatoren als unter- 
einander gleich voraussetzt. 

Wir erhalten dann 

P„,^ = i>2j!/,,^, 

und, bei Vernachlässigung der Widerstände, 

P«,« = i?*X + A; 
dadurch formt sich die Charakteristik zu 

2 



TJ*L + 



I)^M,,, ...D*M,, 



ir-M,,, D^M, ^'^ + -|- 



um, d. h. 



L + 



CD' 



Ar 



«. 1 



Jj 4- -" M 

C D^ * * ' *»** 



oder 



f^ + 



M„„ 



2x 
C 



M. 



«. 1 






Ma„ 



Mo,, ... L + -~ 



= 



= 0, 



= 0, 
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wenn 

1 

X = 



Bezeichnet man daher mit x^{a = 1-2 ... 0) die Wurzeln 
der letzten Gleichung, so hat man die gesuchten Schwingangs- 
perioden nach der Formel 



ZU berechnen. 

Wir wollen noch 

ICL 


*,) 




setzen, wodurch die Charakteristik die neue Form 


p ■'" 1 , 2 • • • 


M„a ' 





M - ^^ 

•'"n, 1 c ' ' ' 


M^a 


= 




J^a,i Ma,., . . . 


2» 
C 





annimmt 

Man darf also die Perioden nach der Gleichung 

CL 



^'a = 27r|/- 



+ Va 



berechnen, wo mit y« die Wurzeln von (*) gemeint sind; sind 
übrigens die M^^ß als kleine Größen gegen L zu betrachten, 
so muß auch ya gegen CLj2 klein werden^ und damit erhält 
man 

r„ = 2.|/^(n-^\) = r(i+^). 

Es bedeuten also die yajC L die Verschiebungen, welche 
von der einzigen früheren Periode zu den neuen a Perioden 
führen. 

§ 3. Um die Rechnungen zu vereinfachen wollen wir von 
jetzt an voraussetzen, daß die elektrostatischen Wirkungen für 
Ladungen, welche zu verschiedenen Leitern gehören, zu ver- 
nachlässigen sind. Läßt man in einigen Fällen diese Ein- 
schränkung fort, so wird dies im folgenden ausdrücklich bemerkt 
werden. Damit erleiden übrigens die Vorgänge, also auch die 
Ergebnisse unserer Theorie, keine prinzipielle Abänderung. 
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Hat man die Gleichungen (5) der elften Vorlesung für die 
einzelnen Leiter des Systems niedergeschrieben, so ist es durch- 
aus leicht die Charakteristik des ganzen Systems zu bilden. 
Die Elimination der Ladungen wird ja für jeden Leiter ganz 
gesondert vorgenommen; die Gleichungen (5) dieser Vorlesung 
sind also aus den Gleichungen (5) der elften Vorlesung in der 
Weise abzuleiten^ daß zu den linken Seiten Glieder der Form 

hinzugefügt werden, welche die Induktionswirkungen darstellen, 
die die Drähte der anderen Leiter auf den Draht ausüben, 
dem die betrachtete Gleichung entspricht 

Ist, um das einfachste Beispiel zu berechnen, das System 
aus zwei Leitern gebildet, und werden die Drähte des ersten 
Leiters durch die Zahlen von 1 bis m, die des zweiten aber 
durch die Zahlen von wi + 1 bis m + r bezeichnet, so nehmen 
die Gleichungen (5) der elften Vorlesung die Form 



2» = 



PF P 

F P F 



i/t 



m 



und 



FF F 



= 



5R = 



-^w+1, »»+1 ■'^ii» + l,w4 + 2 ••• -<^in4- 1, m + r 
Fm + 2, m + 1 ^ m + 2, « + 2 • • • -*« + 2, w + r 



= 



p p ' p 

-^m + r, TO + 1 -^w + r, m + 2 ••• -Lf^ ^. f^ „^ ^. ,. 

au; und damit wird die Charakteristik des Systems zu 



P 



t^m,'2 



m, 1 ^ wi, 2 *" ^ in, in J'^'m^ »i + 1 J^ -^m, m + 2 '" ^^ -"^m, wi + r 

^"^»'lu+l,! '^ M/i+1,2 ••• ^^'-'Ah+I, Hl ^m+l,TO+l -^w + l,m + 2 .«.^«i+t.m + r 
I)''Mjn + '2,l /^ -l^m + 2, 2-.- ''^*'j''^m + 2, m ^m + 2,w + l ^m + 2, m + 2 ••. -^^ot+2, w + r 



= 



// JUm + r, l F' -^»n+r, 2."^ -^'^wi + r, w ^m + r, w+l -'m + r, »« + 2 •••^w+r, m + r 
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Beim Entwickeln dieser Determinante erhält man oifenbar 

wo die G Summen aus Gliedern sind, welche ganze positive 
Potenzen der M enthalten. 

Sind nun die M für zwei Drähte, die zu verschiedenen 
Leitern gehören, ziemlich klein, so muß das zweite Glied auf 
der rechten Seite ebenfalls klein gegen 9K9i sein. 

Ein System von zwei Leitern, welche nicht allzunah neben- 
einander liegen, sendet also ein Spektrum aus, welches dieselbe 
Zahl von Linien enthält, die die Spektren enthalten, welche 
die zwei Leiter gesondert auszustrahlen vermögen; dabei ist 
die Lage der Linien kaum verändert.^) 

§ 4. Die Verrückungen, die durch die Koppelung in den 
charakteristischen Spektren der Bestandteile hervorgerufen 
werden, lassen sich in einigen Fällen leicht berechnen. 

Man kann bei der Betrachtung solcher Fälle sogleich ge- 
wisse Einschränkungen fallen lassen, die wir bis jetzt eingeführt 
hatten. 

Wir betrachten z. B. ein System von zwei Leitern mit 
einer einzigen Schwingungsperiode (XL Vorl. § 2). Dabei nehmen 
wir an, daß 

1. die zwei Drähte gleich sind; 

2. die freien Ladungen in einem und demselben Leiter auf- 
einander keine Wirkungen ausüben; 

3. die erste Ladung auf die erste, die zweite auf die zweite 
wirkt, und die Potentialskoeffizienten für die zwei Paare 
untereinander gleich sind. 

Führt man noch die Definitionen 

S^ = [R + LI))1) + 2K^, 
5 = Ml)^ + 211 



ein, so wird 



{ 






*) Zieht man noch die elektrostatischen Wirkungen in Betracht, so 
ist es leicht, einen ganz ähnlichen Satz zu beweisen. Die Rechnungen 
werden aber natürlich ziemlich viel verwickelter. 
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also, als Charakteristik des Sj^tame 

Beim Entwickeln und Yemachläsaigen der Widerstände 
erhalten wir die Schwingungsperioden 



'l/^ 



:J^ 



'lK, + K,)r,-2Bai±V[(K,+K,)I,-SBM\'-4{/i,K,-H')(lA- 
= 2wff3:. 

Es entspricht dieser Fall der Fig. 48a; ganz ähnliche 
Resultate sind nun zu erhalten, wenn man gleiche Kapazitäten 
und verschiedene Drähte als gegeben ansieht (Fig. 48 b). 

§ 5. Als zweiten Fall wollen wir ein System berechnen 
das aus zwei Leitern bestehen 
soll, etwa nach dem Muster 
des Leiters, welcher im dritten 
Paragraphen der elften Vor- 
lesung betrachtet wurde. 

Dabei setzen wir voraus, 
daß 

1. die vier Drähte unter- ^ |, 
einander gleich sind; pig. 43. 

2. der erste Draht auf den 

ersten, der zweite auf den zweiten wirkt, und die KoeM- 
zienten der mntuellen Liduktiou für die zwei Paare 
gleich sind; 

3. die freien Ladungen eines und desselben Leiters auf- 
einander keine Wirkungen ausüben; 

4. die erste Kapazität auf die erste, die zweite auf die zweite, 
die dritte endlich auf die dritte wirkt, und die Potentials- 
koeffizieuten für die drei Paare untereinander gleich sind. 
Hiemach erhält man 

iS.i.,,-K.i.,,+ sü,, -Hi^, = 0, 
-K,i,^, + S,i,,,-Hi,^, +si,^, =0, 
*!,., -//(,.,+ 5,^,, -^",»,,,= 0, 
- tfi„, + si.^, ~-JC,i,^, + Ä.I,,, = 0, 
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und daher 



S, -K, 



s 



-H 



s 
-II 



Sj -E 



-H 



S. - K. 



i 



-K. 



'2 "2 I 

= {S, S, + K,K,-- s* -• H' ^ K,S,- K,S, + 2sH) {S, S, 

Unter Vernachlässigung der Widerstände leiten wir nun 
aus dieser Gleichung die Schwingungsperioden 



ab. 



7? * yr *» 



= 2y;-J 



Es entspricht der eben behandelte Fall der Fig. 49 a; 
durchaus ähnliche Formeln sind aber abzuleiten, wenn man gleiche 



4» f 

T I T 
i — • i — • 

i • i • 



t 



Fig. 49. 



Kapazitäten und verschiedene Drähte voraussetzt (Fig. 49 b). 
§ 6. Sind die Leiter, welche das System bilden, unter- 
einander gleich, so erhalten wir als Charakteristik, nach dem 
dritten Paragraphen dieser Vorlesung, 

9t = aw^ + 2 »M..,^',v3/^..^^'.^ = 0, 

jede Linie wird also nach der Koppelung durch ein 
Doublet ersetzt. 

Wie das Doublet aus der einfachen Linie abzuleiten ist 
läßt sich im allgemeinen nicht feststellen. In einem besonderen 
Fall kommt man aber zu einem treflfenden Resultat. 

Wir betrachten einen Leiter, welcher iw + 1 untereinander 
gleiche Kapazitäten und m ebenfalls gleiche Drähte enthält; 
dabei wird jede Kapazität (mit Ausnahme der letzten und der 
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ersten) von zwei Drähten getroffen. Besondere Fälle eines 
solchen Leiters sind in Fig. 42 a und h (w = 4, bzw. m = 5) 
dargestellt. Wir setzen noch voraus, daß die Drähte so lang 
und dünn sind, daß die Koeffizienten der mutuellen Induktion 
gegen L vernachlässigt werden dürfen. 

Dann nimmt die Charakteristik des Leiters die einfache Form 

^ r Ü ... 

r ^ r ü ... 

r 6' r ... 



2R(^ = 



0.. 


* * • . 

,. r S r 


0. 


.. r S 



= 



an. Jetzt geben wir dem ersten Leiter einen zweiten durchaus 
ähnlichen Leiter bei, und setzen voraus, daß die elektro- 
statischen Wirkungen zu vernachlässigen sind, die elektro- 
dynamischen dagegen von einem einzigen Koeffizienten ab- 
hängen, in der Weise, daß 

ist. Es entspricht dies ja einer Annahme, die wir in den 
letzten Paragraphen gemacht haben. 

Die Charakteristik des Systems wird hierdurch zu 

6'r00...000Ä000...000 
rSrO... 0000^00. ..000 
OrÄr... 00 00^0. ..000 



91 = 



0... r S r U ... .v 
00()0...0r50000...00 5 
.?OOO...OOOÄrOO...OOO 
.9 ... r 6' r ... 
00. ? 0. .. 0000 r5r... 000 








.. .^ ... r aS r 
..0 .9 ... r S 



= 0, 
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«- 



oder, nach leichter ümformuDg 

S+s r 

r S+s r 

r S+s r 



0...0 
0...0 
0...0 









. . S+s r 0...0 

r S+s 0...0 Ü 

S^s r 0...0 

r S-s r 0...0 

r S-s r...O 





















s 











s 











s 




















d. h. 












.1 




n 








... r 8—s r 
U...0 r 5-« 



= 0, 



9t = ÜR{S + «)-aR(S-«) = 0; 
es ist aber, nach unseren Festsetzungen 

I s = Mm, r = -K, 

also * 

S + s = \_Ii + {L + M)D'\D + 2Kj 

S-^s = [Ji + [L-M)D']D + 2K\ 

schreibt man daher die Charakteristik des isolierten Leiters 
in der Form 

2R(/v,/:) = 0, 

so wird die Charakteristik des Systems zu 

m[L + M,Kym{L - m,k) = o. 

Denken wir uns die Schwingungsperioden des isolierten 
Leiters durch gewisse Funktionen 

ausgedrückt, so können wir gleich die Doublets durch die 
Formeln 



T^ (L + M, K) 
\ T, [L - M. K) ' 
bestimmen. 



T, [L + M, K) 

T^{L-M,K)' 



•T,{L + M,K) 
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Lüßt man endlich die erste Kapnzität auf die erste, die 
zweite auf die zweite usw. wirken, wie im vierten uud fünften 
Paragraphen dieser Vorlesung gescheljen, so wird es sich bald 
durch eine der vorigen ganz älmliche Rechnung zeigen, daß 
der Charakteristik 

aK(i,A:) = 
die Gleichung 

'mil + M,K+ H}-'m[L- M,K-I1] = Q 
entspricht. 

Die Linien des einfachen Leiters werden daher durch 
folgende Douhlets ersetzt 

I T^[I, + M,X+H] j Tj(L + ^,K+H) i T„(L + M,K+H) 
I TJlL-^f,K-B)'\ Tj^[L-M,K-H)""\ T„{L-M,K-ti)' 

§ 7. Ohne weitere Rechnungen können wir jetzt die 
Schwiiigungsperioden der Systeme angeben, welche in Fig. 50 



II 



^ 

^^M 



Fig. 50. 

t sind. "Wir brauchen dazu uns nur auf die Resultate 
zu berufen, die in der elften Vorlesung (§ 2, 3, 4 und 6) er- 
halten wurden. 

Es emittiert also das System 50a ein Doublet mit den 
Perioden 






System 50^ sendet zwei Doublets aus, d. h. 
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77 ♦* 
-^1 



m * 
^2 



77 *♦ 
^2 






l' 3 Ä + W 
K 3 A- if ' 



dem System 50 c kommen drei Donblets zn 



^ 1/ 2 - }/2 Ä' + i/ 

^ [/ 2 - K2 A' - // 

7'* -- , / l // + 3/ 



^2 



-'s 



^3 



V 2 K- 



- M 
H 



1/2 + ]/ 2 K + H 



= 2;t 



L- 3/ 



2 + y 2 K- h' 



Systeme 50 d und 50 e senden endlich vier bzw. fünf Doublets 
aus, deren Perioden nach den Formeln des sechsten Para- 
graphen der elften Vorlesung leicht zu berechnen sind. 

§ 8. Die Bestimmung der Schwingungsperioden für ein 
System von drei Leitern bietet keine besondere Schwierig- 
keit dar. 

Wir nehmen an, daß der erste Bestandteil iw Drähte, der 
zweite r, der dritte endlich ä Drähte hat, und schreiben die 
charakteristischen Gleichungen in der Form 

ÜJi = 0, 
9i = 0, 
© = 0; 



..« > .1 
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dann wird offenbar die Charakteristik des zusammengesetzten 
Systems zu 

i 2R «1,2 «1,3 ' 



93 = 



= 0. 



«2, 1 9? «2, 3 

«3, 1 «3, 2 @ 

Die Schreibart ist eine symbolische, und die Größen Q 
sind als Matrizes zu verstehen, welche von lauter Gliedern der 
Form IPMf^^y gebildet werden; dabei sind fx und v Kennzeichen 
für Drähte, welche zu verschiedenen Leitern gehören. 

Beim Entwickeln erhält man, wie leicht zu ersehen 

wo die G dieselbe Bedeutung wie vorher haben. 

Wir dürfen also schließen, daß ein System von drei 
Leitern, welche nicht allzunah nebeneinander liegen, ein Spek- 
trum emittiert, das dieselbe Zahl von Linien enthält, die 
die Spektren enthalten, welche die drei Leiter gesondert aus- 
zusenden vermögen, dabei ist die Lage der Linien eine 
kaum veränderte. 

§ 9. Sind die drei Leiter, die das System bilden, unter- 
einander gleich, so wird ganz einfach 

es emittiert hiernach ein derartiges System eine Reihe 
von Triplets. 

Um ein besonderes Beispiel zu berechnen, betrachten wir 
noch einmal das System, das im zweiten Paragraphen dieser 
Vorlesung behandelt wurde, und setzen ausdrücklich a = 3. 

Dann wird die y-Gleichung [die Gleichung (*)] zu 



2y 

c 


^1,2 


Ml, 3 


J/l.2 


2» 

C 


^2.3 


My,; 


3/2,3 


2y 

n 



= 0, 



d.h. 

//' - i (^^^,2 + M\ 3 + M\,) C'y - \ M,2 M,,^M2, 3 C» = 0. 

Setzen wir noch, wie es aus Fig. 51 zu entnehmen ist 

ifl,2 =■^^2,3 = M, 
GarbasBo, Spektroskopie. 11 
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uQd schreiben, der Einfachheit halber 



> erhält man 



- J- [m' + 2 Jf =) CV -1'" 'W C» 



(y + -2-j(y'--2-y- 

m ein 



Hiernach sendet unser System ein Triplet aus mit deu 
Eigenperioden „_ 

und eB ist dabei 

mC 
Jl 2-. 

,. _ « (m - y»' + s «■ ) 

zu äelxen, 

§ 10. Die Sätzt!, die wir im dritten und achten Para- 
graphen dieser Vorlesung bewiesen haben, kann man sehr leicht 
verallgemeinern und für Systeme von a Leitern formulieren. 

Sind die charakteristischen Gleichungen der einzelnen Be- 
standteile in der Form 

iDl„=0 (a=1.2...a) 

gegeben, so dürfen wir die Charakteristik des Syatemes nach 
folgender symbolischen Schreibart bilden 

: awi Qu2 0i,3...«i,- j 

„ _ «2,1 Wi «2,3 



= 0. 



«-.. «0.2 e-,a...a)t„ I 

Hier sind die Q wieder Matrizes von Gliedern mit der 
Form If^M^^,, und es stellt gewissermaßen Oa,^ die Wirkung 
dar, die der ß-te Leiter auf den a-ten ausübt. Qa.fi bat so 
viele Horizontalreihen wie der cfte Leiter Drühte hat, und ao 
viele Vertikalreihen wie der ^-te Leiter Drahte besitzt 
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Beim Entwickeln wird offenbar 
und tur ein System von gleichen Leitern 

e = a»a + 2 ^z*. »'./*'. v'^/*.-^/*'. -'5 

wir dürfen also fesstellen, daß 

1. ein System von a Leitern ein Spektrum emittiert, in 
dem eben die Linien vorkommen, die die Bestandteile gesondert 
auszastrahlen vermögen; freilich werden dabei die Lagen ein 
wenig verschoben; 

2. ein System von a gleichen Leitern ein Spektrum 
emittiert, das so viele Banden hat wie im Spektrum des ge- 
sonderten Leiters Linien vorhanden sind; dabei entsteht die 
Bande dadurch, daß jede Linie durch a sehr naheliegende 
Linien ersetzt vnrd.^) 

§ 11. Ein System von Systemen wird nach denselben 
Regeln wie ein System von einfachen Leitern zu behandeln 
sein; und vom analytischen Standpunkte aus decken sich ja 
die beiden Fragen miteinander. In praktischen Fällen unter- 
scheidet man aber das eine System von dem anderen dadurch, 
daß im ersten die Koeffizienten der mutuellen Induktion für 
Drähte, welche zu verschiedenen Leitern gehören, von mehreren 
Größenordnungen sein können, während in einem Systeme von 
einfachen Leitern die genannte Größenordnung eine einzige ist. 

Die Charakteristik des Systems ist durch die charakte- 
ristischen Gleichungen der Bestandteile ganz wie vorher zu 
bilden; und die Sätze, die wir im letzt-en Paragraphen aus- 
gesprochen haben, behalten offenbar für Systeme von Systemen 
ihre volle Gültigkeit 



^) Ganz fthnlich lautende Sätze würde man, unter Berücksichtigung 
der elektrostatischen Wirkungen beweisen können. 
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Vierzehnte Vorlesung. 

Entwurf einer elektromagnetischen Theorie der Spel(tralanaly8e. 

§ 1. Spektren zasammengesetzter Körper. — § 2. Bandenspektren und Ver- 
breiterung der Spektrallinien. — § 3. Spektren von isomeren Verbindungen. 

— § 4 — 5. Zulässige Bilder, welche einem gegebenen Spektrum entsprechen. 

— § 6. Kurze und lange Linien; Dissoziation der Elemente. — § 7 — 8. Die 
Serien von Kayser und Runge. — § 9. Doubletserien. — § 10. Zur 

Struktur von chemisch verwandten Körpern. 

§ 1. Die Bemerkung, die wir gerade am Ende der letzten 
Vorlesung gemacht haben, wonach die Systeme von Systemen 
mehrere Eigenschaften besitzen, welche den Systemen von ein- 
fachen Leitern eigen sind, gestattet uns, Bilder f&r die zu- 
sammengesetzten Moleküle anzugeben, ohne für den Augenblick 
entscheiden zu müssen, ob die materiellen Atome entweder als 
einfache Leiter oder als komplizierte Systeme aufzufassen sind. 

Vorläufig, und der Kürze halber, betrachten wir also die 
Atome als einfache Leiter, und die Moleküle als daraus ge- 
bildete Systeme. 

Nach dem zehnten Paragraphen der vorigen Vorlesung 
darf man hieraus schließen, daß das Spektrum eines zusammen- 
gesetzten Körpers in der Weise entsteht, daß die Spektren 
seiner Bestandteile übereinandergelagert und ein wenig de- 
formiert werden. 

Hierin liegt wahrscheinlich der Grund, weshalb über die 
Natur der Spektra zusammengesetzter Moleküle keine Ein- 
stimmigkeit herrscht. Besitzen die Atome sehr verschiedene 
Eigenschwingungen, so wird es leicht sein, im Spektrum des 
Moleküles die Spektren der einzelnen Elemente zu erkennen; 
in komplizierten Fällen triflFt das aber nicht mehr zu. 

Ganz richtig ist also die Meinung von Prof. Kayser, wo- 
nach die Regelmäßigkeiten, die Grünwald und Ciamician 
bei einigen Verbindungsspektren herauszufinden meinten, ganz 
willkürUch erscheinen ; damit ist es aber nicht ausgeschlossen, 
daß in eben jenen Ausführungen gewisse der Wahrheit ent- 
sprechende Züge enthalten sein können. Willkürlich heißt ja 
nicht dasselbe wie falsch. 



£ntwurf einer elektromagnetischen Theorie der Spektralanalyse. 165 



Es glaubte z. B. GrUnwald gefunden zu haben, daß das 
Spektrum des Wasserdampfes aus den Spektren des Wasser- 
stoffs und Sauerstoffis abzuleiten ist, wenn die Perioden des 
ersten Spektrums mit |-, die des zweiten mit H bzw. |^ 
multipliziert werden. Wäre die Regel eine durchaus grund- 
lose^ so hätte man durch sie nicht eine ganze Reihe von ultra- 
violetten Linien voraus berechnen können, die nachher von 
Liveing und De war bestätigt worden sind. Übrigens zeigt 
das System der Fig. 49 a eine der Grünwaldschen ganz 
ähnliche Regelmäßigkeit 

Die Formeln, die wir dafür aufgestellt haben (XIII. Vorl. 
§ 5) sind leider sehr kompliziert; unter gewissen Annahmen 
werden sie aber einfach und durchsichtig. 

Wir setzen voraus, daß K^ und K^ voneinander verschieden 
sind und betrachten 



M 
^= ZT 



«1 = 



^ 

K, 






H 



als sehr kleine Größen, und zwar als so kleine, daß dritte und 
höhere Potenzen zu vernachlässigen sind. 
Dann erhält man leicht 



und 






2(ir, - Ä,) J ' 



2(4r, -Ä,) J' 

je nachdem vor der Wurzel, im Nenner von %, das + bzw. 
das — Zeichen angenommen wird. 

Damit werden die Schwingnngsperioden zu 



^»*^ = 2Vi['--ix 



(e - o,)« 



(Ä. - -Ki) 






^2 



Ä, (e - a,)« 



oder, wenn man der Übersichtlichkeit halber die Definitionen 



JB. tA..^. 
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(L = 



TT (2) 
^1 



7' (2) 
^2 






noch einfuhrt, zu 



1 




<. 



9 9 



2 



^^ 



3 



s. 



^ 9 



4 



<tNi 






Fig. 52. 
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T,* =y/^(l-ö,), 

2;** = r/2)(i-ö,), 
r,** = y,^^^ (1 - e,) . 

Hier bedeuten aber T^'\ T^'^\ T^^ u. y^*» die Schwingungs- 
Perioden, welche den isolierten Bestandteilen entsprechen 
(XL Vorl. § 3). Aus diesen Formeln kann man nun dieselben 
Folgerungen ziehen, welche in der siebeuten Vorlesung (§ 5) 
für ein System von zwei Pendeln gezogen wurden. Wie dort 
ein mechanisches Bild, so finden hier die Versuche vonLockyer 
und insbesondere die schönen Resultate von Bunsen ein zweck- 
mäßiges elektromagnetisches Bild (man vergleiche hierzu die 
I. VorL § 8). 

Die beschriebenen Verhältnisse wollen wir noch durch ein 
Zahlenbeispiel erläutern; wir berechnen dazu die Schwingungs- 
perioden (bzw. Wellenlängen) für das System der Fig. 52 (2), 
welches aus den Leitern 52 (1) und 52 (3) zusammengesetzt ist. 

Dabei nehmen wir an, daß die Drähte eine Länge von 
30 cm und eine Dicke von 0,03 cm haben; die Kapazitäten 
sollen leitende Kugeln sein, welche für Leiter (1) einen Durch- 
messer von 3 cm und für Leiter (3) einen solchen von 4 cm 
haben. 

Den Abstand zwischen den parallel laufenden Drähten 
im System (2) bestimmen wir zu 10 cm. 

Hieraus erhält man folgende Wellenlängen^) 

(1) 76,9 132,2 

(2) 76,1 89,3 131,9 154,7 

(3) 88,8 153,8 

und daher die Normalspektren, welche in der Figur den Leitern, 
bzw. dem System gegenüber dargestellt sind. 



') Die Ausdrücke für die Fotentialskoeffizienten sind aus Maxwells 
Werk zu entnehmen; den Koeffizienten der mutuellen Induktion kann 
man durch folgende Rechnung bestimmen. Mit den Bezeichnungen der 
Fig. 58 (\\ wird nämlich 

K a + i, + f. 



^ =/'*•/] 



und der Reihe nach 
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§ 2. Die Entstehung von ßandenspektren, sowie die Er- 
scheinungen, welche durch Wärme und Druck hervorgerufen 
werden, sind nach dem Satz, der in der vorigen Vorlesung 
(§ 10) bewiesen wurde, leicht zu erklären. 



h 



M 



A^iA 



-/' 



d «1 log 



^ + /, 4- /i - «, + ]/A^ 4- ('^ + /, + ^ - x^Y 



«4-4 - *i + y J* + (a 4- /i - ^,y 



o 

^ log /" t A-tA+ y^^ («4-/^4- kf 
a 4- ^ 4- |/J* + (a 4- kY 

^ ^ ^^^ g 4- /» 4- /, 4- 1/1^4- (^ 4- /t 4- 4)^ 
a 4- ^ 4- /J* 4- (a 4- ^)* 



a + ^ + yA^ 4- Ca 4- ^r 

4-0I0 [^ + V^ + T^] [ g 4- /| 4- /, 4- j/"^*^ (g 4- I, 4- /;)* ] 
^ ^^ [« 4- /, 4- ]/J^ 4- (g 4- ^)»] [g 4- /, 4-yj* 4- (o 4-"^^'] 
4- l/j^+(74-T)* 4- l/JM^+TiF - )/JM^* - ]/^*4-(g4-/,4-7J«. 

A A 

A A 



^z* 



l. 



r 



A 

./s. 



1. 



^li 






► a 



L^ 

1 



1** 



•i. 



Qi> 









Ä 






Fig. 53. 

Werden die Drähte untereinander gleich, und stehen sie auf der- 
selben Höhe wie in Fig. 53 (2), so hat man einfach 

A^ fi ° A 
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Es ist einleuchtend^ daß, wenn das Molekül komplizierter 
wird, wie dies für tropfbar flüssige und feste Körper der Fall 
ist, die einfachen Linien durch Banden ersetzt werden müssen; 
und es ist wiederum klar, daß die mutuelle Wirkung nahe- 
liegender Moleküle die Verbreiterung der charakteristischen 
Linien verursachen kann. 

Ist in der Tat ein System gegeben, welches aus a gleichen 
Systemen (Molekülen) besteht und lassen wir es in einem aus- 
gedehnten Räume zerstreut liegen, um nachher die Grenzen 
zusammenzuschieben, so muß auch seine Charakteristik ent- 
sprechende Änderungen erfahren. 

Im Anfangszustand, wenn die Abstände zwischen zwei 
irgendwie herausgegriffenen Bestandteilen sehr groß sind, muß 
auch das zweite Glied auf der linken Seite der Charakteristik 
gegenüber dem ersten zu vernachlässigen sein. 

Es bleibt hiemach das erste Glied übrig, und beim Null- 
setzen von diesem erhalten wir eben ein Spektruiii, das mit 
dem Eigenspektrum der isolierten Bestandteile zusammenfällt. 

Nachher, bei abnehmenden Abständen, nimmt das zweite 
Glied an Größe zu, und jede Linie wird zu einer Bande, welche 
aus a sehr naheliegenden Linien besteht. 

Werden die Einzelsysteme (Moleküle) immer mehr neben- 
einander gedrängt, so müssen auch die Banden sich allmählich 
verbreitern. 

§ 3. Der Satz, den wir bewiesen haben, wonach der Grad 
der Charakteristik für ein zusammengesetztes System durch 
die Formel 



r = 



= ^""{Pa + wi«) — a 



zu berechnen ist (XIII. Vorl. § 1), scheint mit dem wohlbe- 
kannten Erfahrungsergebnis, daß isomere Körper manchmal 
sehr verschiedene Absorptionsspektren zeigen, nicht leicht in 
Einklang zu bringen (man vergleiche die I. Vorl. § 10). 



zu setzen. Fallen die Drähte auf dieselbe Gerade (Fig. 41), so wird 

was mit einem in der elften Vorlesung (§ 5, Fußnote) abgeleiteten Resul- 
tate sich deckt 
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Doch ist die Schwierigkeit keine prinzipielle. Denn es 
bestimmt unser Satz für den betreffenden (irad eine obere 
Grenze, und es bleibt damit nicht ausgeschlossen, daß einige 
Wurzeln zu mehrfachen Wurzeln werden, was die Freiheits- 
grade der Bewegung herabsetzen würde. 

Um darüber klar zu werden, unterziehen wir das System, 
das im neunten Paragraphen der vorigen Vorlesung berechnet 
wurde^ einer näheren Betrachtung. 

Steht das dritte Element auf den anderen senkrecht (EHg. 54), 
so haben wir all die Q, die das Kennzeichen 3 enthalten, gleich 

Null zu setzen; es wird daher 



= 0, 




S s 




S s 


s S 


= 6' 


s S 


8 







Hiemach strahlt unser System wieder 

Fig. 54. drei Linien aus; sie sind aber nicht mehr die 

nämUchen wie vorher. 

Die Verhältnisse werden noch einfacher, wenn die drei 

Leiter in der Weise zu einem System verbunden sind, daß 

die Koeffizienten der mutuellen Induktion einen gemeinsamen 

Wert erhalten. Dies können wir durch eine zylindrische 

(Fig. 55 a), sowie durch eine dreieckige (Fig 55 b), und außer- 



,4 
( 


"■ -1 


— ( 
h -■ 

■"•1 





a 




dem noch durch eine sternförmige (Fig. 55c) Anordnung ver- 
wirklichen. 

Dann wird 



Ql, 2 = ^2, 1 = &, 3 = ft% 2 = Ql, 3 = Q3, 1= ^^* = « > 



also: 
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• 

s 


s 


Sf 


s 



= (Ä-Äf(5+2«) = 



Es sendet hierbei das System nur zwei Linien aus. 

Stehen endlich die drei Leiter auf- 
einander senkrecht (Fig. 56), so hat man 

Qi, 2 = Q2, 1 = Q2, 3 = Qs, 2 = Qi, 3 = fe, 1 = 
zu setzen, was die Charakteristik 



s 











s 











s 




= «8 = 



Fig. 56. 



liefert. Und somit reduziert sich das Spektrum auf eine ein- 
zige Linie. 

§ 4. Für die materiellen Atome sind, wie bemerkt, zwei 
elektromagnetische Modelle möglich, welche a priori dieselbe , 
Zulässigkeit besitzen. Wir können nämlich annehmen, daß 
diese Gebilde durch einfache Leiter darzustellen sind, oder daß 
sie vielmehr als zusammengesetzte Systeme zu betrachten sind. 

Dabei ist es leicht zu beweisen, daß das Bild keineswegs 
ein eindeutiges sein kann; die Unbestimmtheit der Aufgabe 
nimmt sogar zu, je größer die Zahl der Linien ist, die in dem 
entsprechenden Spektrum vorkommen. 

Hierin liegt wahrscheinlich derOrund, weshalb die Spektro- 
skopie bis jetzt keine befriedigenden Angaben zu liefern ver- 
mochte über den Bau der materiellen Atome. 

Wir wollen zunächst das einfachste Bild betrachten und 
die Atome als Leiter uns denken. Dann ist es leicht zu be- 
weisen, wenn das Gebilde ein Spektrum mit n Linien aussenden 
soll, daß dann der Aufgabe n verschiedene Lösungen zu- 
kommen. 

Wir haben ja gesehen (XL Vorl. § 1), daß einem Leiter, 
der p Kapazitäten und m Drähte enthält, eine Charakteristik 
entspricht mit dem Grade 

y = p ^ m — l . 
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Kommen nun im Spektrum n Linien vor, so hat man 

also 

(**) 7? + wi = 2Ä + 1 

zu setzen, wo k eine ganze Zahl ist. 

Der Bedingung können wir daher Genüge leisten, indem 
wir für p und m ein Wertepaar aus folgender Tabelle ent- 
nehmen. 



p 


m 


2 
8 
4 


(2 )k + 1) - 2 
(2 A; + 1) - 3 
(2 ^ + 1) - 4 


r 


(2 ik + 1) - r 



Das letzte Paar ist dadurch zu bestimmen, daß man be- 
denkt, daß die kleinste Zahl für die Drähte erreicht ist, wenn 
die erste Kapazität mit der zweiten, die zweite mit der dritten, 
usw., die vorletzte mit der letzten einfach und direkt verbunden 
werden. 

In diesem besonderen Falle ist 

r-l=(2Ä+l)-r, 
also: 

\ = r-\. 

Der möglichen Lösungen, welche aus der Tabelle folgen, 
sind aber so viele wie die Horizontalzeilen, d. h. 

r-l, 

oder, nach der letzten Gleichung 

k. 

Beim vergleichen von (*) und (**) wird aber 

wie zu beweisen war. 

Es gibt in der Tat einen einzigen Leiter mit einer 
Schwingungsperiode (Tafel, a)\ dagegen sind zwei Leiter mit 
zwei Eigenperioden möglich (Tafel, ä, c), und der Reihe nach 
drei Leiter mit drei Freiheitsgraden (d, e, f) bzw. vier mit 
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vier [g, //, i, /), fünf mit fünf (iw, w. ^,7?, q\ sechs mit sechs 
(r, Sj tf u, V, z) usw., zu bilden. 

Für das Eisenatom gibt es also, nach dieser Art der 
Darstellung, etwa viertausend zulässige Bilder. 

Die Mannigfaltigkeit der Bilder ist sogar eine noch 
größere, wenn wir als verschieden zwei Leiter betrachten, 
welche nur durch die Art der Verbindungen (nicht etwa nach 
den Zahlen m und p) zu unterscheiden sind. Dann gesellen 
sich z. B. dem Leiter e (Tafel) noch die Leiter e, e" und c'" bei. 
Auf ähnliche Weise dürfen die Leiter d, g^ m und r auch die 
sternförmige Struktur cT, g\ m und r annehmen. 

§ 5. Nach der Theorie, welche in der vorigen Vorlesung 
(§ 1) dargestellt wurde, kann man aber ein Spektrum mit 
n Linien, statt aus einem einzigen Leiter, aus einem Leiter- 
systeme erhalten, wenn nur den Spektren der Bestandteile solche 

Anzahlen von Linien 

a, ß , , , m 
zukommen, daß 

a + ß + . . . -f-(y = « 
wird. 

Spektren mit zwei, bzw. drei, vier, fünf und sechs Linien 

sind also aus folgenden Systemen zu erhalten.') 

2 Linien .... {aa)\ 

3 Linien .... [aaä), (a^)» (^tr); 

4 Linien .... (a rz a a), [aa b\ [a a c), [a d\ [a e\ a f\ [b //), 
(^4 {cc)\ 

*) Die Systeme mit zwei, drei und vier Spektrallinien sind in der 
Tafel dargestellt. 

Eine naheliegende Methode für die Berechnung der Anzahl {N) 
der Systeme, welche ein Spektrum mit n Linien aussenden, ist die 
folgende. 

Wird n in jeder möglichen Weise in ganze Glieder, nach der Formel 

(*) n = a + j9+... + (ü 

aufgelöst, und bildet man jedesmal das Produkt 

SO ist offenbar 

die gesuchte Anzahl. 

Es ist aber zu bemerken, daß nach dieser Art des Rechnens über- 
flüssige Glieder eingeführt werden können, und das kommt dann vor, 
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5 Linien , . , , {a aaaa), {aaah)^ {aaac)j {aad), {aae), 

[aaf), {äff), {ah), (ai), {al), {abb), {abc\ 
[acc\ {bd), {be\ {bf\ {cd\ {ce\ [cf); 



also: 



wenn auf der rechten Seite, in einer Gleichung (*), zwei oder mehrere 
Glieder untereinander gleich werden (die Einheit bleibt dabei aus- 
geschlossen). 

Die Anzahl N^ der überflüssigen Glieder muß man nun von der 
Summe £v abziehen, wodurch man endlich die strenge Formel erhält 

Ist z. B. n =s 2 , so haben wir für n offenbar nur die eine mögliche 
Entwicklung «1 + 1 

daher . 

V = 1, 

und iV = 1 . 

Für n = 3 wird n = 1 + 1 + 1 , 

= 1+2, 

»', = 2, 

Für n = 4 ist n = 1 + I + 1 + 1 , 

= 1 + 1+2, 
= 1+3, 

= 2 + 2, 

"1 = 1, 
»'1 = 2, 

"s =• 3, 

»'4 = 4, -Ti'^^-lO; 

aus dem letzten Glied haben wir aber die Kombinationen von zwei 
Dingen zu je zwei abzuziehen, also: 

N' = (5) = 1 ; 
und daher ^^^^ - iV' = 9 . 

Für n = 5 wird n=l + l + l + l + l, 

= 1 + 1 + 1+2, 
= 1 + 1+3, 
= 1+4, 
= 1+2 + 2, 
= 2 + 3, 

". = 1 . 
i, = 2 , 

v, = 3, 

"4 = 4, 
V SS 4 

i'. = 6,' -S'i'^-20; 



also: 



also: 
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6 Linien , , , . [aaaaaä), (aaaab), {aaaac), (aaa d)j 

(aaa e), {aaa /'), {a a y\ [a a //), [a a i), [a a l)j 
(fj a b h\ [aab c\ [aac c), {a m\ [a n\ [a o\ {ap), 
[a q\ [a b d\ [a b e), {a bf\ {a cd)j{ac e), {acf\ 
[b b b\ (b b c), {b c c), (c c c\ [d d\ [e e\ (ff), (d e), 

{da i^fh (^y), (*Ä), (^>0, {blh [cg\ {ch\ 
[et), (c/). 

Setzen wir die (unabhängigen) Lösungen, die für den 
isolierten Leiter gefunden wurden, mit den neu erhaltenen zu- 
sammen, so können wir folgende Tabelle bilden: 



bei dem fünften Glied hat man aber nochmals (§) abzuziehen, also 



und daher 



Für n = 6 endlich wird 



also: 



iV' 


= (5) = 1 ; 


N 


= Zy^- N' ^ 19. 


n 


= 1 + 1+1 + 1 + 1 + 1, 




= 1+1 + 1+1+2, 




= 1 + 1+1+3, 




= 1 + 1+4, 




= 1+1+2 + 2, 




= 1+5, 




= 1+2 + 3, 




= 2 + 2 + 2 , 




= 2 + 4, 




= 3 + 3, 


Vj 


= 1, 


*'% 


= 2, 


Fg 


= 3, 


v^ 


= 4, 


1^5 


= 4, 


V^ 


= 5, 


V^ 


= 6, 


v^ 


-8, 


Fq 


= 8, 


''lO 


= 9, -Tv =50; 



bei dem fünften bzw. dem achten und zehnten Glied hat man nun der 
Reihe nach (J), 4(^) und {\) abzuziehen, wodurch man 

.V = 1 + 4 + 3 = 8 , 
und daher 

iV = Zv^^ - N' = 42 

erhält 
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Anzahl 


Lösungen des Problems 


der 






Spektrallinien 


Isolierte Leiter 


Leitersysteme 


Gesamtzahl 


1 


1 





1 


2 


2 1 


3 


3 


3 ; 3 


6 


4 


4 


9 


13 


5 


5 


19 


24 


6 


6 


42 


48 



Hiemach ist die Unbestimmtheit des Problems eine zu- 
nehmende, und zwar eine rasch zunehmende, wenn die Zahl 
der Spektrallinien ebenfalls zunimmt 

Die Ableitung der feinen Struktur der Atome aus der Be- 
trachtung der charakteristischen Spektren dürfen wir also als 
eine aussichtslose Aufgabe bezeichnen; um so mehr, da das 
Problem immer unbestimmt bleibt, wenn auch die Verhältnisse 
der Wellenlängen gegeben sind,^) 

§ 6. Nachdem diese Sätze einmal gefunden wurden, läßt 
sich jetzt ein Weg einschlagen zur Bestimmung der Bilder, 
welche für gewisse Atome als zulässig zu betrachten sind. 

') Leiter b (Tafel) sendet bekanntlich ein Spektrum aus mit den 
Schwingnngsperioden 

dem Systeme (a a) kommen dagegen , mit leicht verständlichen Be- 
zeichnungen, die Perioden 



r, = 2.y/r^^, 



2'. = 2„|/SZZ 



ZU. 



Die Spektren decken sich also miteinander, wenn 

f 2CL = y(A+iu), 

t 2/3. CL = r(k -iu) 
ist; es folgt aber 



(*) 



also: 



^ = 



womit, aus (*) 

yX =4/3. CL 

sich ableiten läßt Den Bedingungen kann man daher genügen, und es 
gibt sogar eine einfache Unendlichkeit von zulässigen Lösungen. 
Garbasio, Spektroskopie. 1 2 
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Durch eine physikalische (experimentelle) Untersuchung 
hat man zuerst die Frage zu entscheiden, ob das schwingende 
Gebilde als ein zusammengesetztes System oder als ein einziger 
Leiter aufzufassen ist. Denn damit nimmt die Unbestimmtheit 
des Problems in ganz besonderer Weise ab. Wäre z. B. ein 
Spektrum mit 6 Linien gegeben, so hätten wir a priori für 
den Bau des entsprechenden Gebildes 48 mögliche Fälle der 
Reihe nach zu betrachten. Wenn aber einmal bewiesen ist, 
daß das System aus zwei Leitern mit je drei Eigenschwingungen 
besteht, so bleiben für jeden Bestandteil nur drei zulässige 
Bilder übrig. 

Seit vielen Jahren, allerdings von theoretischen Anschau- 
ungen unabhängig, hat nun Sir N. Lockyer die erstere Auf- 
gabe zu lösen versucht (I. Vorl. § 5). Seine Resultate sind 
nach unserer Theorie leicht zu erklären; bzw. wird es uns 
leicht, gewisse Fragen zu entscheiden, welche Lockyer un- 
berührt gelassen hat 

Nach Fig. 6 sind die Spektrallinien der Metalle im elek- 
trischen Funken ; unabhängig davon, daß sie lang oder kurz 
sein können, immer doch absolut gerade Linien. Dies ist aber 
ein Beweis dafür, daß, wenn auch in einer bestimmten Gegend 
des Funkens gewisse Schwingungen nicht mehr zur Erregung 
kommen, die Perioden der übrigbleibenden doch immer noch 
unverändert bestehen. 

Die von Lockyer vermutete Dissoziation der Elemente 
im elektrischen Funken ist also nach unserer Theorie zu be- 
seitigen. Wie leicht zu ersehen, ist die Größe der Eigen- 
perioden eine Frage der Diflferentialgleichungen des Systems, 
die Litensität der einzelnen Linien ist dagegen eine Frage der 
Integrationskonstanten. 

Wir haben ja in der vorigen Vorlesung (§ 10) bewiesen, 
daß die Charakteristik eines Leitersystems in die Form 

2Ri .2R2 . . . 2Ka + 2 ^^,v,^',v'^^,.3i;.',^ = 
zu bringen ist. Tritt nun der a-te Leiter aus dem System 
heraus, so wird die Charakteristik zu 

wo jetzt die fjL,v,ix,v die dem a-ten Leiter eigenen Werte 
nicht mehr erhalten dürfen. 
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Wegen der elDgetretenen Dissoziation hat also im all- 
gemeinen jede Spektrallinie eine Verschiebung erfahren. 

Auf ähnliche Weise ist nach Fig. 5 die Dissoziation der 
Elemente (eigentlich des Eupferatoms) im elektrischen Bogen 
auszuschließen; und dasselbe gilt offenbar für Zontas Ver- 
suchsergebnisse (I. Vorl. § 6). Dagegen dürfen wir die Möglich- 
keit der Dissoziation in den Sonnenprotuberanzen^ sowie in 
den neuen Sternen als äußerst wahrscheinlich betrachten. 
Denken wir uns das System der Fig. 52 (2) als ein Atom, und 
lassen es dissoziieren, so werden einige Linien im Spektrum 
nach dem violetten Ende, die übrigbleibenden aber nach dem 
roten Ende hin verschoben, was eben den beobachteten Tat- 
sachen entspricht (I. Vorl. § 7). 

Bleiben übrigens, unter bestimmten Umständen, gewisse 
Linien gleichzeitig aus, so ist es ganz natürlich, daran zu 
denken, daß sie von einem besonderen Bestandteile des Atoms 
ausgestrahlt werden, welcher, aus irgend einem Grund, unerregt 
geblieben. 

Nach den Angaben von Lenard ist also das Natrium- 
atom als von drei Leitern^) zusammengesetzt zu denken; 
und dasselbe gilt für das Kupferatom nach den Versuchen des 
Verfassers. 

§ 7« Damit kommen wir zu einem schönen Resultate, in 
dem die Linienserien von Kays er und Runge (L Vorl. § 3) 
einen physikalischen Sinn erhalten. Eine Serie ist nämlich 
nach unserer Theorie als die Strahlung eines (wahrscheinlich 
abgesonderten) Bestandteiles des Atomes zu betrachten. 

Leider läßt sich nicht im allgemeinen angeben, wie ein 
komplizierter Leiter gebildet sein muß, damit er eben eine 
Linienserie aussende. Bei einzelnen einlachen Fällen ist aber 
das Problem ohne jede Schwierigkeit zu lösen. 

Der Leiter, den wir in der elften Vorlesung (§ 4) be- 
trachtet haben, genügt z. B. der Formel 

^n = ^ — n*^ ' 

und auf ähnliche Weise genügt der Leiter mit vier Eigen- 

') Oder vielmehr von sechs. Man siehe weiter unten § 9. 

12* 
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Perioden, der in der genannten Vorlesung (§ 6) berechnet 
wurde, der allgemeineren Bedingung 

A» - ^ - ^, „4 

Um dies zu beweisen bedenke man, daß für den letzten 
Leiter die reziproken Wellenlängen den Zahlen 



1/ 



2- 1/ ^+/^ =0,62, 



^-^^-=1,17, 



2 



und 



y^ |/^- - ., 



62 



1/2+1/^ 



/^ - 1.90 



proportional sind; setzt man daher 

(0,62 = 4-4-^-, 

1.17 = ^- «- ^ 



16 256 ' 

1,62 = ^ - — - -g,^^ , 

SO werden die Koeffizienten Ä, B und C leicht zu berechnen 
sein, und man kann ebenfalls 

-1 B G 



36 1296 

erhalten, woraus 

sich ergibt. 

§ 8* Fassen wir also alles zusammen , was bis jetzt ge- 
funden wurde, so dürfen wir behaupten, daß die materiellen 
Atome keineswegs durch einfache Leiter, sondern vielmehr 
durch zusammengesetzte Leitersysteme darzustellen sind. Da- 
bei wird wahrscheinlich jede Linienserie von einem bestimmten 
(abgesonderten) Bestandteile ausgestrahlt 

§ 9. Die Entstehung von Doublet- und Tripletspektren 
ist nun aus unserer Theorie in ungezwungener Weise abzuleiten. 
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Die Rechnungen, welche in der dreizehnten Vorlesung (§§ G, 7 
und 9) ausgeführt wurden, darf man ja als die Beschreibungen 
von Atomen betrachten, die lauter Doublets und Triplets aus- 
zustrahlen vermögen. 

Es ist hierbei aasdrilcklich zu betonen, daß, wenn zwei 
Leiter, welche eine Linienserie aussenden^ zu einem System 
zusammengestellt sind, sie alsdann eben zwei Serien emittieren 
werden. 

Durch dimensionale Betrachtungen ist es aber leicht zu 
beweisen, daß die Funktionen 

T^{L-- M,K-- H\ usw. 
den Wurzeln 



J-^-^ und l/-^~-^ 

proportional sein müssen, woraus folgt, daß die Perioden der 
Linien, welche ein Doublet bilden, durch die Formeln 

zu berechnen sind. 
Folglich : 

T^{L + M,K + H)^ T,{L - M,K-H) = (^ - B).T^{L,Ky, 

es nimmt also die Periodendifl'erenz mit der Größe der un- 
gestörten Periode fortwährend zu. In qualitativer Hinsicht 
stimmt dies mit den beobachteten Tatsachen überein. 

Fig. 52 (4) liefert ein einfaches Beispiel für ein System, 
welches lauter Doublets ausstrahlt. Nach den Zahlenangaben 
des ersten Paragraphen dieser Vorlesung werden hier folgende 
Wellenlängen gefunden 

(3) 88,8 153,8 

(4) 87,8 89,4 152,1 154,8 

§ 10. Für chemisch verwandte Körper sind die Spektren, 
wie bekannt, in ähnlicher Weise gebaut Wir wollen uns 
fragen, wie nach unserem Bilde die Ähnlichkeit zu verstehen 
ist, wie also die Struktur des Natrium- bzw. des Ealiumatoms 
abgeleitet werden kann, wenn man z. B. das Lithiumatom als 
bekannt voraussetzt. 
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Dazu betrachten wir ein Leitersystem, und setzen der 
Einfachheit halber yoraus, daß die elektrostatischen Wirkungen 
sowie die Widerstände zu yernachlässigen sind. 

Hiernach ist es leicht zu beweisen^ daß, wenn die linearen 
Dimensionen eines Systems durch eine Zahl k multipliziert 
werden, alsdann die Längen der ausgestrahlten Wellen eben- 
falls mit k multipliziert erscheinen. 

In der Tat enthält die Determinante, welche die linke 
Seite der charakteristischen Gleichung bildet, Glieder von drei 
Formen, d. h. 

D^L, D^M und ^ • 

Nehmen die linearen Dimensionen im Verhältnisse yon 1 
zu k zu, so werden offenbar die Z, üf und C mit k multipliziert 
Die Determinantenglieder werden also zu 

D^kL, DHM und -^, 
oder, was dasselbe bedeutet, zu 

DH^l, Dn^M und 



G 



Ist nun D^ eine Wurzel der früheren Gleichung, so wird 

auch -r^ eine Wurzel der neuen Gleichung darstellen; die 

Wurzeln der Charakteristik sind aber den Eigenperioden des 
Systems umgekehrt proportional, diese letzteren nehmen also 
nach demselben Verhältnisse, nach welchem die D^ abnehmen, 
regelmäßig zu. Damit ist aber der angegebene Satz als be- 
wiesen zu betrachten. 

Bleiben nun die Drähte unverändert, und werden wie 
yorher die Dimensionen der Kapazitäten mit k multipliziert, 
so nehmen offenbar die Wellenlängen im Verhältnisse yon 1 
zu yk zu. 

Jetzt setzen wir weiter voraus, daß die Gewichte der 
Drähte gegen die Gewichte der Kapazitäten sehr klein sind. 

Dann ist, bei der letzten Annahme, das Gewicht des 
ganzen Systems Ä*-mal so groß wie vorher geworden. Nennt 
man also P und P' die Gewichte, A^ und A'^ die korrespon- 
dierenden Wellenlängen, d. h. die Wellenlängen, welche einer 
und derselben Wurzel der Charakteristik vor und nach der 
Deformation entsprechen, so hat man offensichtlich 
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zu setzen; und daher 



p 


= P, 


A'. 
A, 


= Vä 


A'. 
A. 


= V^r 



Der Einfachheit halber wollen wir von jetzt an den In- 
begriff der Systeme, welche aus einem gegebenen Systeme in 
der Weise zu erhalten sind, daß die Drähte unverändert bleiben 
und die linearen Dimensionen der Kapazitäten mit irgendeiner 
Konstante multipliziert werden, eine Systemenschar nennen. 
Nach dem Gesagten dürfen wir also behaupten, daß in einer 
Systemenschar die korrespondierenden Wellenlängen in dem- 
selben Verhältnis wie die sechsten Wurzeln aus den Gewichten 
stehen. 

Nun läßt eine einfache Betrachtung erkennen, daß die 
Atome, welche einer und derselben Familie im periodischen 
System angehören, als eine Systemenschar darzustellen sind. 

Man braucht dazu nur die hier definierten korrespon- 
dierenden Linien als homologe Linien nach Kays er und 
Runge zu interpretieren, als Linien also, welche in ent- 
sprechenden Serien ähnlich gebauter Spektren, durch denselben 
Wert der Konstante n, nach der Formel 

.-1 . B C 

zu berechnen sind. 

Die Regelmäßigkeit, welche sich dadurch feststellen läßt, 
ist keine streng gültige, was übrigens leicht vorausgesehen 
werden konnte. 

Denn die Formel 





A ^ ^ 
B' C 


A^ 





zeigt, daß das Verhältnis ÄnjA^ keinen festen Wert hat; 
sondern einen Wert, welcher mit dem Parameter n sich ändern 
muß. In praktischen Fällen sind aber die Wertschwankungen 
von ÄnjA^ klein und regelmäßig, wie wir durch ein Beispiel 
gleich erkennen werden. 
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Wir ziehen in Betracht die ersten Nebenserien der Lithiam- 
und Natriumspektren, für welche von Eayser und Runge 
folgende Werte der Eonstanten angegeben wurden 




Li 

Na 



28 587 
24 475 



109 625 

110 065 



1847 
4 148 



Hieraus lassen sich nun die Verhältnisse der homologen 
Wellenlängen berechnen, nämlich 



also: 



n 


3 


4 


5 6 


7 


QO 


(-1-) 










Na 
Li 


1,84 


1,23 


1,21 1,19 


1,18 


1,17 




1 






Es ist aber 














\F^ 


^« - 1 22. 







(P) 



Li 



Für das erste Paar [n = 3) ist hier das Längenyerhältnis 
ziemlich groß, aber yom zweiten Paare an nimmt es nur sehr 
langsam ab. Für n = 4 und w = 5 ist mit großer Annäherung 






1,18 



und den Mittelwert aus den Zahlen 

1,34 1,23 1,21 1,19 

berechnet man zu 

1,23. 

Zu ganz ähnlichen Resultaten gelangen wir nun, indem 
wir das Lithiumspektrum mit den Spektren von Ealium, 
Rubidium und Cäsium vergleichen. 

Für 71 = 3 ist das Längen Verhältnis wieder groß; für 
w = 4 und n = 5 aber erhält man Werte, welche mit dem 
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Mittelwert aus den fünf ersten Wellen Verhältnissen sowie mit 

yp'jP in ziemlich guter Übereinstimmung stehen. Wir führen 
die Werte der Verhältnisse an, die fttr das dritte Paar [n = 5) 
sich berechnen lassen 

^^=1,39, üjf = 1.5«' (3f = ^'''' 

Lx Lx L X 



Hm, '/ip>,. '/irr 

Für andere Elementgruppen ist die Regelmäßigkeit noch 
strenger, indem das Ä^j^n &ls eine fast konstante Größe sich 
zeigt. Darauf können wir aber leider nicht näher eingehen. 



Fünfzehnte Vorlesung. 

Schillerfarben und optische Resonanz. 

§ 1 — 2. Selektive Reflektion eines Resonatorenschirmes. — § 3 — 5. Elektrische 
Schwin^ngen einer leitenden Kugel. — § 6. Zur Theorie der Scottischen 

Kontrollversuche. 

§ 1. Die theoretische Berechnung der Versuche, welche 
in der dritten Vorlesung beschrieben wurden, bietet keine 
besondere Schwierigkeit. 

Wir denken uns zwei durch die arx-Ebene getrennte 
Medien; das eine Medium, das auf der Seite der negativen y 
liegt, soll dabei durch das Kennzeichen 1, das andere aber 
durch das Kennzeichen 2 charakterisiert werden. 

Medium 1 wollen wir uns als ein homogenes dielektrisches 
(etwa Luft) vorstellen. Medium 2 dagegen wird viele Leiter mit 
einem einzigen Freiheitsgrad enthalten, etwa nach Fig. 57. Wir 
denken uns die Leiter der z-Achse parallel gestellt^ und be- 
trachten, der Einfachheit halber, einen Strahl, der senkrecht 
zur Trennungsfläche einfällt und in der ary-Ebene polarisiert ist. 

Den Bezeichnungen der zehnten Vorlesung entsprechend 
setzen wir / or ^ y - i n « 
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wo mit den Kennzeichen ^, r und d, der Reihe nach, der 

einfallende, der reflektierte und der durchgehende Strahl 
charakterisiert sind. 

Nach den Gleichungen des elektromagnetischen Feldes 



P P 



p p p p p p 

/ .••' /■ ••■ 

d o ö 



o o o 

P Q O O/O P O Q 

.' / .-' ■ 

o o" o' ö/o d ö d 




(Vin. Vorl. § 1, Gl. 1) haben wir dann die magnetischen 
Kräfte durch 



2; !L_ 



"ä.e 



J, y -i n< 



L = 






^ Afj^nt ^ 



l^y-int 



darzustellen. 

Die Kontinuität der Kräfte, die der Trennungsfläche 
parallel liegen, fordert nun, daß 

Z, + Ür = i!,' 

für y = sein soll. 

Wir bekommen daher 



{ 



?t. + a. = 



d» 



also: 



— (Sie -51,) = -^«., 



2le + «r = ^Ä-«r). 
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d.h. 

Nun ist aber (X. Vorl. § 3 und 5) 



h 




*n 










^1 


» 






k 


:= 


— 


h 


+ 


tn 





+ 


^1 


+ 


u 


• 

* 


.«« 


^^^1 


• 



zu setzen, woraus 

Ci c, n 

oder noch, durch Einführung der Bedingungen 

1 1 k^ . 



folgt. 

Ist ?[^ eine reelle Grobe, so wird also im allgemeinen %^ 

imaginär. Die physikalische Bedeutung dieses Resultates ist 

aber leicht zu finden; schreibt man nämlich 8^ in der Form 

so wird 

-iuf^ + t-d^ 

Die Phase hat also durch die Reflexion eine Verschiebung 
erlitten.^) Nimmt man 91^^ als Maß der einfallenden Energie, 
so dürfen wir oflFenbar 

als Maß der reflektierten Energie betrachten. 



') Die eintretende Pbasendifferenz erklärt nun die Bildung eines 
Knotens auf dem Schirme in der stehenden Welle bei senkrechter Inzidenz 
(II. Vorl. § 2, Fußnote). 
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Aus Gleichung (*) wird nun 

a = ^ 7^ 81. 

1+ -^ + ^-^ »• 
e, n 

1 -A^- * ■ 






1 + iV + -^ / 
An 

wo die Indizes, der Einfachheit halber weggelassen wurden 
und N und k die für das zweite Medium charakteristischen 
Größen sind. 

Bezeichnet man aber durch / und / die einfallende bezw. 
die reflektierte Energie, so wird, nach einer vorausgeschickten 
Bemerkung 

l - N — t l - N + — — t 

j- __ An An j 

An An 






(1 + ^^ + iS;-. 



A^n' 
^« k^ ^«' 



(1 + JV)« 4- 



2 m« 



^*n 



Der Nenner im zweiten Glied auf der rechten Seite wird 
nur groß, wenn k groß ist; eine ausgesprochene Reflexion ist 
also nur für die Wellen zu erhalten, deren Periode mit der 
Periode der im zweiten Medium eingebetteten Leiter über- 
einstimmt. 

Es besitzt hiernach das zweite Medium eine Obertiächen- 
farbe (Schillerfarbe), und wird in durchgehendem bezw. in 
reflektiertem Lichte komplementär gefärbt erscheinen. 

§ 2. Liegt die einfallende elektrische Kraft der Längs- 
richtung der Resonatoren nicht mehr parallel, sondern schließen 
die zwei Richtungen den Winkel « ein, so ist Gleichung (4) 
der zehnten Vorlesung (§ 4) durch 



*o+ 2-ani-6n 
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zu ersetzen; woraus wieder statt Gleichung (5) (X. Vorl. § 5) 

= A^ EancosQ) 



e n (2 - b n»)« + a« n* 

sich ergibt 

Wird also die Resonatorenplatte in ihrer Ebene um 90^ 
gedreht, so hat man A = zu setzen^ was die Entstehung der 
selektiven Reflexion (bezw. Absorption) aufschließt Dies stimmt 
aber mit den Erfahrungsergebnissen vortreflflich überein (TL Vorl. 
§ 2, Fußnote u. III. Vorl. § 5). 

§ 3. Die Theorie, die wir bis jetzt entwickelt haben, ist 
TOD ganz allgemeiner Gültigkeit; strenger gesagt, es hängen 
selektive Absorption und Reflexion nur von den Eigenperioden, 
nicht aber von der ITorm des schwingenden Systems ab. Wollen 
wir also die Eigenschaften von einem Schirme bestimmen, 
welcher aus lauter kugelförmigen Körnern besteht, so wird es 
genügen die Frequenz zu berechnen, die eben einer leitenden 
Kugel zukommt 

An der Schreibart, welche in der achten Vorlesung be- 
nutzt wurde (§ 9 ff.), festhaltend, setze man dazu 

h(mr-nt) 

,^. jj __ je cos (m r — n 

und beachte, daß 11 nur von r und t abhängen wird. Die 
Differentialgleichung (VQI. Vorl. § 9, Gl. a). 

,2 d»IZ __ . ^_ ö*IZ 1 dn.d^n 

können wir daher vereinfachen. 
Es wird, der Reihe nach 

dn ^en q 

d Q d r r * 

ÖQ^' ~dr^ r« "^ dr r« ' 

dJZ dn X 



also: 



dx dr r 



dx" ör« r* "^ dr 






X 

r — X — 

r 

~ r*~ 
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und 

df" ~ dl* '^ r ~dr ' 



Wir setzen jetzt 



r 



woraus sich ergibt 



also: 



und 



dll^ ^ )^ d_& i_ ^. 

d r r dr r* ' 



dr* r dr r dr* * 

.2 d^ n __ l_ d*e 

dp " r dr* ' 

.t^ri^__ die 



/QN ^2 ^^ ^ ^* ^ 



di* dr^ 

d*e ^ ö»(! 



Aus (1) wird nun 

= /^"'"-"'^cos(mr-nO, 
und wir haben zu versuchen, ob diese Funktion der Gleichung 
(2) genügt. Dabei erhält man 

d* S 12. .2 h{mr—\\t) ^f ^ .\ 

-^7^ = Ir ir e cos [mr — nt) 

— 2 Än*^''^'^''""'^ sin (mr — n^ 

— n* e'^^"*'"""'^ cos (mr — n^, 

^' ^ J.2 2 '*("»r — 11/) ^_„ / _ .V 

— ^ — h^rrr e cos (w r — n n 

2 1 '> A (»« r — n /) • / A 

hm" e ^ ^sin(mr — nO 

— w2e'*""'"""'^cos(»wr — n^, 
welche Werte die zwei Bedingungsgleichungen liefern 

Diesen Gleichungen genügt man aber offenbar, indem man 

m = Axi 
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setzt. Damit erhält die neue Form 

woraus 

sich ergibt 

§ 4. Wie aus (1') folgt, stellt unsere Lösung wieder eine 
Schar yon Eugelwellen dar, welche durch das Medium mit 
der üblichen Geschwindigkeit IIA sich fortpflanzen. 

Für die Umgegend des Punktes r = wird nun 

^ COS n ^ 
hier sind also die elektrischen Kräfte von einem Potential 

dn -hnt ^ ^[r] 

qp = ^ — = e cosn^.- ^ 

abzuleiten, was wieder einer elektrischen Doppelladung ent- 
spricht (Vm. Vorl. § 6). 

Nun wollen wir die elektrischen Komponenten ar, y, z 
berechnen, wozu man (VIII. Vorl. § 10) 

j ^ __ d^n y__ d*n 

dxd X * "" dydx^ 

Z= — ^-^ = ^' ^- 4- — ^- 

~~ dxdx " dx- d y 

ZU schreiben hat 
Jetzt wird aber 

dU 



t 



dx 
und hiemach 



[r dr r* ^)r [r^ dr r» ^) ' 



dx^ r*" dr r» "*■ l r« ör« r» ö r "^ " ' 

Auf ähnliche Weise erhält man 









dyd 

ö y« r« d r r> ^ "*" V r« ö r« r» ö r "^ r* j r 
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also: 

§ 5« Diese Ausdrücke gestatten nun die Frage zu ent- 
scheiden, ob und wann die angenommene Lösung (l') die 
Strahlung einer schwingenden Kugel wirklich darstellen wird. 
Dazu merke man, daß auf der Kugel die elektrische Kraft 
zur leitenden Fläche normal sein muß; wir haben also folgenden 
Bedingungsgleichungen zu genügen 



+ y' 



X 




Y 


X 




y 


Y 




z 


y 




* 



und 

— = — 

X X ' 

Die erste Gleichung ist nun identisch erfüllt, und die 
übrigbleibenden liefern eine einzige Bedingung, d. h. 

r\r^br'' r^ dr ^ r* ) 

_ 1 M ^ ^_ » i. 0^ . t±yl fl ^ « A^J^ 4. Aö^ 

x[r^dr r^^)^ rx [r^ d r* r^dr^r* )* 

oder noch, durch leichte Umformungen 

o r* r r r* 

Beim Einsetzen des Wertes von wird aber 

An^n^cosn{Ar - - 2.^2^n2sinn(^r - t) 

— A^ n^ cos n{Ar — t) cos n (^ r — t) 

An l 
H sin n ( ^ r — ^) H — cosn{Ar — t) = 0, 



und daher 



I 



-2A*hn* + — = 0, 

r 

An'n^ -AH'- AAl + -L = 0. 
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Hieraus erhalten wir 

- _1_ Ä --L 

"■"" 2Ahn ' yä' 

also: 

Vi V3 

r = a = -: r , n = ^ 



2 An' 2Aa 

Man kann also schließen, daß die Lösung 

1/3 

cos —: — (Ar — t) 
2Aa^ ^ 





e { 


TT— - 




j.± —— 


e 



cos 2 71 



/4 7ia\ l^nAa\ 



die Strahlung richtig darstellt, welche von einer schwingenden 
Kugel mit dem Halbdurchmesser a emittiert wird. Dabei ist 
die entsprechende Wellenlänge durch 

(3) A^^ 

ausgedrückt. 

§ 6. Wird mit d der Durchmesser der Kugel bezeichnet 
so hat man 

(30 ^ = -^ = 3,6d 

1/3 

zu setzen. 

Vergleichen wir nun dieses Resultat mit den experimen- 
tellen Ergebnissen von Scotti (III. Vorl. § 8), so dürfen wir 
ganz entschieden die Resonanzwirkungen bei den Anilin- 
präparaten , ebenso wie bei den Schuppen der Schmetterlinge 
ausschließen. Denn die Durchmesser der gemessenen Körner 
sind yiel größer als es die Theorie verlangen würde. 

Ob bei den Versuchen von Wood die Resonanz wirklich 
eine Rolle spielt, möge dagegen für jetzt dahingestellt bleiben; 
die Anwesenheit eines recht bedeutenden Dekrements für die 
Amplitude der Schwingung macht aber die Sache durchaus 
unwahrscheinlich. 
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Vierter Abschnitt 

Elektrostatische Theorie, 



Sechzehnte Vorlesung. 

Gleichungen der Elektrodynamik für bewegte Körper; Mög- 
liclikeit einer elektrostatisclien Tlieorie der Spektralanalyse. 

§ 1. Gleichungen für bewegte Körper. — § 2. Konvektionsstrom. — § 3. Be- 
harrlichkeit der elektrischen Ladungen. — § 4 — 5. Pendelbewegung eines 
elektrisierten Teilchens. — § 6. Zeemansches Phänomen. — § 7. Ver- 
gleich der elektrodynamischen und elektrostatischen Wirkungen bei bewegten 

Teilchenpaaren. 

§ !• Es wurde in der achten Vorlesung bewiesen, daß 
für unbewegte Körpersysteme 

1) JiXdx-^- rdi/ + Zdz) = A^C[jAZcos{n,x) 

+ fjLMcos{n,^) + /uiVcos(n,z)]rfo', 
und 

(2) J{Ldx + Mdy + Ndz)^- A -jjj[e Zcos (n, x) 

+ e JTcos {n, y) + 6 ^cos (n, z)] d a 

— \n A r[/'cos(n,x) + ^cos(7i,y) + ÄC08(ii,r)] da 

ist (VIII. Vorl. § 8).i) 

Als Fundamentalhypothese nehmen wir jetzt an^ daß diese 
Gleichungen für bewegte Körper ihre Gültigkeit noch immer 
behalten; es wird sich zeigen, daß aus diesen Festsetzungen 
zwei Sätze yon Gleichungen sich ableiten lassen, welche zur 

*) Eigentlich steht dort d/d t statt d\di geschrieben; es wurde aber 
seinerzeit bemerkt (VIII. Vorl. § h\ daß für ruhende Systeme d/d t genau 
dasselbe wie d\di bedeutet. 
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BeschreibuDg der elektrodynamischen Erscheinungen in be- 
wegten Systemen genügen. 

Aus Gleichung (1), durch Austührung der angedeuteten 
Differentiation leitet man 

f(Xdx + Ydy + Zdz) = ^ r[|ti-^cos(n,x) , 



+ t^ -jy- cos (n, y) + |ti -jy cos (w, z) 



da 



(1') + ^ Jj/t* L ^ [cos (n,a:) d(r] + fjLM— [cos{n,7/)d(T] 

+ tiNjj[cos{n,z)dfT]^ 

ab. Was nun die Ableitungen wie dLjdt usw. betriflFt, so ist 

ganz einfach 

dL __ ÖL d L dx ,ÖL dy . d L dx 

~di "" "äT "^ Tx ~dT "^ dy ~dt "*" ~dx ~dJ ' 
, dL ^ dL ^ ^dL , dL 

usw. zu setzen, wo mit a, ß und ;' die Geschwindigkeits- 
komponenten für den Punkt {x*y»z) bezeichnet worden sind; 
und es bleibt nur übrig die Glieder mit Ableitungen wie 
{dldt)[cos{n,x)d(T] zu berechnen. 

Damit werden wir am besten fertig, indem wir ein System 
von krummlinigen, auf der Fläche a festliegenden Koordinaten 
u und r einführen. 

Dann ist 

cos (w, x)d(F = ^, — du dv , 
also: ' ^("-'^ 



-jj [cos {n, x) d (t] = 



d(ß,x) _^l(y,r) 



du dv. 



d(u,r) d(u,v) 

Die rechte Seite wollen wir jetzt umformen, und schreiben 

dazu 

diß^x) ^ dß dx dß dx 
d(u, V) du d V dv du ' 

d ß d x\ dx 



\dx du dy du dx du) 



dv 



_ (11. l^A.11- 11^4.11. 1±] 1± 
\dx dv dy dv dx dv] du ' 



13* 
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d I n, V) 



dy by ay b y 



-( 



bv bu' 

br by . bf bx\ by 

"T ^-7 -TZ -r 



b H b V 

b y bx 

b X bv ' b y b v ' b x bv 



\by^ 
I bu 



\bx bu by bu bx du) bv ' 

beim Addieren dieser Gleichungen werden nun die Glieder 

bß bx bx bß bx bx , b y by by by by by 



b X bu bv 



bß bx bx bf by by 
bx bv bu by bv bu 



by bu dt 

zu Null, und die übrigbleibenden Glieder lassen sich in die 
einfache Form 

br\ biy.x) bß b(xyX) by b(x,v) 



\by bxj biUyV) 



bx b(UyP) bx b {Uy r) 



bringen. 

Man bekommt daher 

bß 



-^ [cos (n, x)d(T] = 



, d_i\ biyyx) 

by bx 



(b) 



\ d (y, X) _ _d£ b {X, X) 
) b(Ujv) bx b{UyV) 

_ dj_ b (X, y) 
bx b(u,v) 

fdß , br\ , . bß , 

__|l.cos(n,r) 



du dVf 



da, 



und bei Einführung der Werte (a) und (b) in Gleichung (!') 

{Xdx + Yd?/ 4- Zdz) 

. r IbL , bL ^ a^^ X ö^'\ f \j 



f 



+ A 



+ 



/" 



bß , br 



by 



+ 



— ) cos {tl,x)d(T 



A j fx mI— -^] cos {n, x)d(j 

+ aJ fiNy- ^"jcos(n,;r)rfo' + . . . ; 
es ist aber, nach dem Stok esschen Lehrsatz (IV. VorL § 8) 
f{Xdx + Ydy + Zdz) -J[~j - 4^) cos(/i,x)rf(7 + . . . . 

Die rechten Seiten dieser und der vorletzten Gleichung 
können wir also gleich setzen. 
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Bei der Willkürlichkeit der Fläche a darf man übrigens 
das Integralzeichen vernachlässigen, was zur Gleichung 

dZ dY 



dy 



dx 



= Afi 



\dL , dL , ^ dL ^ dL 



dt dx ^ dy ' dx 

\dy dx) dy dx\ 

führt. 

Die rechte Seite formen wir wieder um durch Addieren 

und Abziehen der Glieder Afxa dMjdy und Ä^a d Njdz, 

wodurch 



d. h. 

All 

(3) 



d Y 
dx 



= Afi 



dL 
dt 



+ 



(dL 
V d X 



, dM , diV 

+ -E-r- -f- 



dy 



dx 



) 



O t 



d L dM_ dN 

dx dy dx 



Mu)-°{Nu-Ly) 



dx 



= A [/+ A(i{Mu - Lß)\ - A [7+ A,i{Ly - Na)-] 

erhalten wird. 

Durch eine der vorhergehenden ganz ähnliche Rechnung 
leitet man nunmehr aus (2) die weitere Gleichung 

dX 



Aa 



(4) 



dt 



+ a 



ÖX , Ö7 , dZ 



d X 



dy 



dx 



+ 4n Af 



^-^[M+Ae{Za^Xy)]^±[N+Ae(Xß-ra)] 

ab. Es ist wohl kaum nötig zu bemerken, daß aus (3) ebenso* 
gut wie aus (4) je zwei andere Gleichungen durch zyklische 
Vertauschung zu erhalten sind. 

§ 2« Gleichung (3) werden wir später, in dieser Vor- 
lesung, zur Berechnung der elektrischen Kräfte (§ 6) benutzen ; 
jetzt wenden wir uns zur näheren Betrachtung von Gleichung (4). 

Die linke Seite darf man in die Form 



471 A 



- e d X «e 



dX dY ^ dZ 



) 



dt ' 4n \ d X ' dy ' dx 

setzen, die als sehr lehrreich sich zeigen wird. Denn bedenken 
wir, daß nach der Poissonschen Gleichung die Raumdichtigkeit 
der Elektrizität (()) durch 



^^ = j?r( 



dX dJY dZ\ 
dx "^ dy ■*" dx) 
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gegeben ist, so werden wir gleich schließen können, daß die 
Größe a o die Bedeutung einer Strom dich tigkeit hat Strenger 
gesagt ; es übt eine von einem ponderablen Körper mitgef&hrte 
elektrische Ladung magnetische Wirkungen aus, welche mit 
den Wirkungen sich decken, die von einem Leitungsstrom, 
mit den Dichtigkeitskomponenten 

zu erhalten sind. 

Lassen wir der Einfachheit halber die Bewegung nach der 
Richtung der z- Achse vor sich gehen; dann wird a==^ = 0, 
und natürlich auch f^ff=zO, und es bleibt h^gy übrig. 
Es ist aber g^dgldr, und folglich h=^ydqjdx\ d.h. 
{hdxdy)dz ^ y dq ^ also idz = y dq . 

Ist daher, um den für die Optik interessantesten Fall 
gleich zu betrachten, ein von oszillierenden Strömen 
durchflossenes Leiterelement gegeben, so kann man 
dieselben magnetischen Wirkungen in dieFerne immer 
dadurch ausüben, daß man ein elektrisches Teilchen 
dq, mit einer durch idz =^ y dq definierten Geschwin- 
digkeit y an derselben Stelle, dem Leiter entlang, 
schwingen läßt 

Hieraus entspringt also die Möglichkeit, die ganze elek- 
trische Theorie der Spektralanalyse, wie sie in den letzten 
Vorlesungen dargestellt worden ist (VIII. bis XV. Vorl.), von 
einem neuen Standpunkte aus gründlich und vollständig auf- 
zubauen. Dabei wird natürlich die vorige Untersuchung nicht 
sinnlos und entbehrlich, behält vielmehr ihre volle Bedeutung bei. 

Wir wollen also von jetzt an die Moleküle und ponderablen 
Atome als Systeme elektrischer Teilchen betrachten; und es 
wird sich zeigen, daß dem neuen Bilde sogar eine größere 
Wahrscheinlichkeit als dem vorigen zukommt Die mathe- 
matischen Schwierigkeiten nehmen aber in bedenklicher Weise 
zu, und dies ist auch leicht zu verstehen: bei den früheren 
Ausfuhrungen war gewissermaßen die Schwingungsbahn der 
Elektrizität eine gegebene und es konnte kein Zweifel über 
die Möglichkeit und die Stabilität des betrachteten Systems 
entstehen. Dies ist jetzt nicht mehr der Fall und die Stabi- 
litätsfrage tritt in den Vordergrund sobald man von rein 
kinematischen Betrachtungen absieht. 
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Gerade deswegen besitzt die neuere Form der elektrischen 
Theorie ihren eigenartigen Reiz, da sie ein unerwartetes Licht 
auf ein Urproblem der Chemie wirft Der Grund, weshalb die 
Zahl der chemischen Atome eine beschränkte ist, scheint hier- 
nach als ein Stabilitätskriterium aufzufassen zu sein. 

§ 3. Bevor wir aber zur Betrachtung dieser Fragen über- 
gehen, haben wir ein anderes Problem zu lösen. 

Obwohl es bewiesen ist, daß eine in Bewegung begriffene 
elektrische Ladung in jedem Augenblick ein Stromelement 
darstellt, darf man ja immer noch zweifeln, ob die Größe dieser 
Ladung bei dem ganzen Prozesse unverändert bleiben wird. 

Es läßt sich aber zeigen, daß in der Tat ein elektrisches 
Quantum durch die Bewegung seines Trägers in keiner Weise 
beeinflußt wird; dabei ist die Anwesenheit von Leitern bezw. 
von Leitungsströmen selbstverständlich auszuschließen. 

Wir übernehmen also die drei Gleichungen (4), bilden der 
Reihe nach die Ableitungen nach den Koordinaten x, y und z, 
und summieren. 

Die rechten Seiten heben sich miteinander auf, und es 
bleibt 



dx 









bZ\ 


+ by 




+ /, 



bZ ^ 



a, . ^,(...)]=o 

übrig; d. h. bei passender Umformung und Benutzung der 
Poisson sehen Gleichung 

ö [bX bY dZ\ 8(bXbY8Z\ 

also: 

bt öx ^ by ' bx ^\bx by bx) ' 



und endlich 



Wir multiplizieren die beiden Seiten mit d r und merken 



daß 



bj> f. iL.- t 
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( da . dß . dr\ , ^ t^ \ 

\dx üy dx j dt ^ ' 



ist. Man erhält daher 



und folglich 






jedes Raumelement im bewegten Körper wird also die 
ihm zuerteilte Ladung unverändert bewahren. Was 
eben zu beweisen war. 

§ 4. Es fragt sich jetzt, wie ein schwingendes Teilchen 
sich bewegen muß, wenn es ein gewisses Energiequantum aus- 
zusenden hat. 

Dazu setzen wir, wie vorher [VIII. Vorl. § 2, Gleichung (*)] 

[dy dx) 



mit 



Gibt es nun ein einziges elektrisches Teilchen q, das 
nach der r-Ächse fortschreitet, so wird gleich 

F= G = 0. 
und damit 



Z=-^ 



dH 



M = A 



11 = 


r 


dir 





iV = 0. 



d y ' ~ dx 

Die elektrischen Kräfte sind dabei nach den Gleichungen 
[VIII. Vorl. § 1, Gleichung (1)] 

\ ^ ei ~ dy dx ' 

. 3/ _ dX __ dj: 

^ dt " dx dx' 

, dS dY d X 



dx 



dy 
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zu berechnen. 


Man erhält für den jetzigen Fall 




.2 d'^H dZ dY 
^ dydt ~ dy dx' 




.2 d'H dX dZ 

^ dxdt ~ dx dx' 




. dY dX 
dx dy' 



diesen Gleichungen wird aber genügt, indem man 

dH 



X= r=0, Z= ^ A^ijL 



dt 



- ^ f^ r dt 

setzt Ist also y eine konstante Größe, so hat man 

Z=0 

zu setzen, und damit wird auch (nach dem Pointin gschen 
Lehrsatz) die ausgestrahlte Energie zu Null. Eine Strahlung 
kommt daher zum Vorschein in dem einzigen Fall, in welchem 
das elektrische Teilchen eine Beschleunigung hat. 

§ 5. Die harmonische Bewegung oder Pendelschwingung 
ist nun eine solche, die eine Beschleunigung besitzt; und es 
ist auch leicht ein System elektrisierter Teilchen zu bilden, 
in welchem Pendelschwingungen auftreten müssen. 

Dazu denken wir uns ein Quantum Q (etwa von positiver 
Elektrizität) regelmäßig in einer Kugel vom Radius b verteilt, 
und ein (bewegliches) Teilchen q von negativer Elektrizität im 
Abstand r vom Mittelpunkt der genannten Kugel. 

Dann ist die Kraft, die q nach dem Mittelpunkte treibt, 
durch die Formel 

q Anr^ Q ^ q Q 
= k^r 

ZU berechnen. 

Die äußereu Kräfte werden also zu 



-äV^ =-Px, -h^r^ =-Ä2y, 

r f. ^ ^ 

r 

und dabei ist wie immer die kinetische Energie 



202 



Sechzehnte Vorlesung. 



Die Lagrangeschen Gleichungen 

Form an 

mx -\- k^ X = , 

m if + Ä^ z = 



nehmen daher die 



d.h. 



Man muß hiernach 



{{mB'^ + k^)x = 0, 



n 



mit 



' X ^ A^ cos n ^ + A\^\\ix^t 
y •=i A^ cos n ^ + ^2 ^in n ^ 
z = J^ cosnt + ^gsinn^ 



a, sin (n ^ + &^) , 
a^ sin (n ^ + ^a) , 
«3 sin (n ^ + &^) 



n = 



Ym 



schreiben. 

Wir setzen jetzt 

[ ^1 = ^f «3 siii ('9'3 

D yi = «3 «1 81» ('^8 

l z^ = a^ «2 sin (iJ-j 



«9-3). 



multiplizieren die Gleichungen (*) und (**) der Reihe nach mit- 
einander, und erhalten 



X x^ = fl. 

yy\ 



also: 



ZZj 



x^ a^ »3 sin (n ^ + i^J sin (i?-, — i^-j) 
flj «a ^3 sin (n < + d-^ sin (i9'3 — i9- J 
flj flg ^3 ^i» (n ^ + '^3) sin (i9"j 



^^1 +yyi +^^1 



a^a^a^ 



sinn^ 



+ «1 «2 ^3 

= 0. 



cosn^ 



cos &^ cos i^-j cos 19-3 

sin t?-j sin i^-^ sin d-^ 

cos i9-j cos i^-j cos t?-3 

sin 19-^ sin i^-^ sin d-^ 

sin i9j sin «9-, sin i^-j 

cos d-^ cos 19*2 cos t^-j 
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Das elektrisierte Teilchen, mit der Masse tn und der 
Ladung y, bewegt sich in einer Ebene, die auf dem 
Vektor [x^'j/i^z^ senkrecht steht. 

Der Kürze halber wollen wir nun die ary- Ebene mit der 
Bewegungsebene zusammenfallen lassen; woraus 

ar = Oj sin (ti ^ + 19-^ = a^ cosn ^sin t?-^ + o^ sin n ^cos &^ , 

y ^ a^ sin (n ^ + ß'^ = a^ cos n t sin &^ + a^ sin n t cos 0^ , 

r=:0 



folgt. 

Hieraus wird aber 



cos n t = 



X (7| C08 &i 

y a^ C08 ^, 



Sin n ^ = 



tti siü ^1 »i cos d-j 
a, sin ^, o, cos ^, 

a| sin ^1 X 
n^ sin ^, ^ 



o, cos v^j a; — öj cos v^, y 

a, 0, sin (v^, — it^,) 



also: 



n^ Sin iT, ^ 
»1 sin v^i a, cos v^^ 

Qf, sin ^, a, cos x^^ 






g, sin &^ y — o^ sin &^ x 

Ol a^ sin (&i — v^,) 



1 = cos'n^ + sin^n/, 

_^ (o, cos i^, a; — a, cos d^, y)' + (a, sin ^, y — a, sin ^, as)' 

d. h. 
af a| 8in2(,V-i - i^-^) = a| ar* - 20^ a^ cos (i?*! - «9-2) ^^ + ^1 y*5 

die Bahn stellt sich hiemach im allgemeinen als eine Ellipse 
dar. Sie kann aber^ in bestimmten Fällen, einfachere Formen 
annehmen; so wird sie zu einem Kreis bzw. zu einer geraden 
Linie^ je nachdem 



cos(.^j -•^) = 0, 

sin (i^-^ - ,^2) = 



«1 = «2 » 



bzw. 

ist. 

§ 6, Daß das betrachtete System wirklich für die materi- 
ellen Atome ein zweckmäßiges Bild liefern kann, läßt sich 
nun aus der Berechnung des Zeeman sehen Phänomens folgern. 

Dazu nehmen wir an, daß der Prozeß, welcher im vorigen 
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I 



Paragraphen erläutert warde, in einem magnetischen Felde 3fl 
mit den (konstanten) Eräftekomponenten Z, M, N vor sich geht. ^) 
Nach den Gleichungen (3) (diese VorL § 1) wirkt dann auf 
das elektrisierte Teilchen eine Kraft mit den Komponenten 

Yq = Äiiq[Na — Ly)^ 
Zq = ÄfjLqiZß-^Ma); 

die Gleichungen der Bewegung werden daher zu 

( mx + k^x- ÄfjLq{Mz — Nij)^0, 
mp + k^^ — AfjLq(Nx — Zz) = 0, 

m'z + k^z — Afiq{Zi/ — Mx) = 0, 

also: 

{mD^ + k^x + ANB^qy -^ AMBiiqz =0, 

- ANBpLqx + [mD^ ■\-k'^ij + AZDfjLqz =0, 

AMDfiqx " AZBfiqy + {mD^ + k^)z^O. 

Nach dem üblichen Verfahren leiten wir hieraus die 
Charakteristik 

mD^ + k^ AND II q 

-AND^q mB^ + P 

A MB II q — A LB fjiq 

ab, welche beim Entwickeln zu 

(mB^ + Ä2)[m2 J9* + (2mÄ2 + A^Wfi^q^)B^ + Ä*] = 

wird. Die Eigenperioden sind also nach den Formeln 



AMBfiq 
AZB fiq 
mB^ + k^ 



= 



T = 



und 




= 2 



[/ 2wÄ« + ^» 



2m^ 



Wfi^q^ ^V{2mk* -^ Ä*Wfi*qV - ^m^k' ' 



= 2n 



2 n,' 



2w)t* + ^«3KV*^* "P ]/4wi'«^«aKV'9' + -i*^iwV 



^) Es bleibt für den Aagenblick das Zeichen der beweglichen 
Ladung unbestimmt. 
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zu berechnen. Behält man nur die Glieder, welche nach 
Ä^fiq erster Ordnung sind, so wird endlich 



T*,T** = 2n 1/ - "^^ , __ , 



= 2 



nJ ^ 

1/ mk^T Ä'SR^ 



figYrnk^ 
= 271 




m« 



AmfAq \ ' 



= 2.|/-(l± 



Vw)fc« 
Ä'iRfiq 



= T l± 



A^fjtq 



2 y m k^ 

die einzige Linie wird also durch das magnetische Feld zu 
einem Triplet aufgelöst. Daß dabei die Polarisationsverhältnisse, 
die die Erfahrung festgestellt hat, vorauszusehen sind, ist leicht 
zu zeigen. 

Dazu betrachten wir rein geradlinige Schwingungen, und 
stellen die 2:-Achse den Kraftlinien parallel. 

Dann dürfen wir 

X = a sinn t, 

y = o, 

setzen, oder, was dasselbe sagt 

:r = — sin n ^ + Y sm n ^, 

y = Y cos n ^ — Y cos n ^, 

z = ^ sin n ^ . 

Die betrachtete Bewegung ist also durch die Zusammen- 
setzung von drei Schwingungen, nämlich 

( ^1 = Y^*^^"^' f ^2 = ■^8inn^ 

. ,^ (***) r = *8inn< 

zu erhalteD. 



206 Sechzehnte Vorlesung. 

Es stellen (*) und (**) kreisförmige Bewegungen mit ein- 
ander entgegengesetztem Sinn dar, während Gleichung (***) eine 
geradlinige Schwingung angibt. 

Aus (*) leiten wir nun 

x^ =z a^ = ± n cos n t, i?^ = — -|- n^ sin n /, 

^1 =/?! =- ynsinn^, yi =-yn*cosn^ 
ab, und auf ähnliche Weise aus (**) 

ig = «2 = Y n cos n ^, ^2 = "~ y ^* ^^^ ^ '> 

ya = /Sa = yttsinn^ j^., = -^n^cosn^ 

und aus (***) endlich 

i = ^ = ^ncosn^. 
Nach den Festsetzungen ist übrigens 

zu setzen. 

Die Bewegungen (*) bzw. (**) werden also durch die Kräfte 

X^q == A NfjL q — — sin n ^ X^q^—ANfjLq ^^ sin n t, 

bzw. 
7^5' = ^iViu^'-y-cosn^, ^2^ = ^iV^^f-^cosn^ 

beeinflußt; nur Bewegung (***) bleibt ungestört. 

Ändere gesagt, es erhält die erste Kreisbewegung eine 
Beschleunigung, welche, der Größe nach, durch 

an* ANfiq an 

darzustellen ist, während die zweite Kreisbewegung der Be- 
schleunigung 

on* A Nfi q an 

unterworfen ist Wird nun durch c* die Bahngeschwindigkeit 
fllr Bewegung (*), durch T* die entsprechende Schwinguogs- 
periode bezeichnet, so hat man 

nn^ ÄNfiQ an _ (c*)* 
2 ~~ ~ m 2~ ~" a_ 

T 
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ZU setzen, also: 



_ (-1)^ 



oder noch 



d. h. 



iT*y 



2__ ANfiq 4n^ 



T* = 



)• 



= 2' 1 + 



AN fiq 



Auf ähnliche Weise, wenn durch T** die ümlaufsperiode 
für die Kreisbewegung (**) bezeichnet wird, erhalten wir 



y»»* = 7w 1 



ii A> 7 



) 



2 ymk' 

Folgendes ist also das Resultat unserer Überlegung: 

1. die betrachtete geradlinige Bewegung wird durch die 
Wirkung des magnetischen Feldes in drei Partial- 
schwingungen aufgelöst; 

2. die eine ist geradlinig, behält die frühere Periode bei, 
und läuft der Feldrichtung parallel; 

3. die anderen sind kreisförmige Bewegungen und gehen in 
einer zum Felde senkrechten Ebene vor sich, haben ent- 
gegengesetzte Sinne und werden von der magnetischen 
Kraft beschleunigt bzw. verzögert 

Betrachten wir nun das Phänomen in einer zu den Kraft- 
linien senkrechten Sichtung, so müssen wir eben drei gerad- 
Unige Schwingungen beobachten, deren Schwingungsrichtungen 
der Fig. 13 genau entsprechen. 

Pflanzt sich dagegen der Strahl in der Feldrichtung fort, 
so können nur zwei Kreisschwingungen zum Vorschein kommen, 
was wieder mit den Erfahrungsergebnissen übereinstimmt. 
Hierzu ist aber noch folgendes zu bemerken. 

Stellen wir uns auf die positive Seite der z- Achse, so 
werden wir den magnetisierenden Strom entgegengesetzt dem 
Uhrzeigersinne fließen sehen. Die Bewegung (*), welche die ver- 
zögerte Kreisschwingung darstellt, geht nun in genau derselben 
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Weise vor sich. Dies steht aber mit der Erfahrung in Wider- 
Spruch (I. Vorl. § 11). Eine befriedigende Übereinstimmung 
kann man nun wieder herstellen, wenn man jdie Ladung q als 
eine negative Größe betrachtet; es ist also das im fänftea 
Paragraphen dieser Vorlesung geschilderte Modell ein passendes, 
und es stellt sogar das einzige zulässige elektrostatische 
Bild der materiellen Atome dar. 

§ 7. Bevor wir zur Betrachtung von komplizierten 
Systemen übergehen, wollen wir noch eine Frage von funda- 
mentaler Bedeutung erläutern. 

Zwei elektrische Teilchen q • q üben bekanntlich, wenn sie 
in Ruhe sind, aufeinander eine Kraft aus, welche nach dem 
Coulombschen Gesetz zu 



er"" 



sich berechnen läßt Tritt aber Bewegung ein, so kommt, wie 
bemerkt, eine neue Kraft mit den Komponenten 



^» dx 



F^\ a(dF dQW 
• *j P[dy dx)\' 

y ~dx) ^[dx dyjl' 

hinzu. Es ist nun interessant zu entscheiden, ob die elektro- 
statische oder die elektrodynamische Kraft die überwiegende ist 
Dazu konstatieren wir, daß beim Entwickeln 



X= A^fiqr 






dx 



dx. 



-Ä^Mß 



'~''W_,'^4^ 



q a 



dy 



(5) =Ä^fxqr 



q' Y X — x' q' a x — X 
r- r r^ r 



1 



- A'Mß 



q' «^ y^y' , q'ß" x-üi 
r- r r^ r 



USW. wird. Sind nun die Schwingungen geradlinig, und nennt 
man s resp. s die Verrückungen, welche q und q entsprechen, 
so wird 
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X =a Oj 8m(n/ + &) = / cos (*, ar) sin (n^ + &), 
y « a, 8iii(n/+ d) = /cos(*,y)8in(n^ + «9-), 
2 = a3sin(n^+ &) = / cos (*, z) sin (n ^ + d)j 

x' - a\ 8in(n'/ + ^O == rco8(*',x)8in(n'f + *'J, 
y = «; 8in(n'^ + d^') = rco8(*',y)8in(n'f + »^1, 
z' = «; 8in(n'^ + .9-') = /'cos(jr', z)8in(n'^ + &'), 

und daher 

a ^ X ^ h cos (*, x) = /n cos (n ^ + t?*) cos (*, x) , 

^ = y = iCOS(*,y) = /nCOS(n^ + i^)C08(«,y), 

y = i = i cos («, z) = /n cos (n ^ + i?-) cos (*, z) , 
a' = i' = ä' cos (*', ar) = /' n' cos (n' t + t?-') cos («', ir) , 
^ = y' = 6^' cos (Ä',y) = r n' cos (n' ^ + »') cos (/,y) , 
/ = i' = 5'cos(/,z) = rifcos(n'/f + i?-') cos (*', z) . 

Damit formen sich aber die elektrodjmamischen Kräfte 
um, und werden zu 

^ ul'ttöo'/rnn'cosin^ + ^)co8(n'^ + ^') r / \ // % / v 

X = — ^-^-^ j ^^ [ — cos («, z) cos (* , z) cos(r, ar) 

+ cos (ä, z) cos [s\ x) cos (r, z) + cos (*, y) cos («', ar) cos (r, y) 
— cos («, y) cos (*', y) cos (r, a:)] , 

-1* u ^ ö' / ^ n n' cos (n ^ + ^) cos (n' ^ + ^^) r i » \ / x 
= — ^^^^ ^^5 ^ '- [cos (« , x) cos (*, r) 

— cos (r, x) cos (*, /)] , 

usw. Zur Erledigung unserer Frage haben wir also die Größe 

A^ll'yxxC 

mit der Einheit zu vergleichen, um darauf einzugehen merke 
man, daß 



T AA ' 

2n 2n 



n = -^ = 



ist, und daher 






AA' 

Garbasso, Spektroskopie. 14 
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oder, nach der achten Vorlesung (§ 1 3), für Lichtschwingungen 
etwa 

Bei der Berechnung zusammengesetzter Teilchen- 
systeme ist also die elektrodynamische Kraft gegen 
die elektrostatische zu vernachlässigenJ) 

Die Theorie, die wir in den nächsten Vorlesungen ent- 
wickeln werden, darf man daher mit Recht als eine elektro- 
statische bezeichnen. 
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Stoneys Erklärung der Doublet- und Serienspektren. 

§ 1 — 2. Vorbemerknngen. — § 3. Einflui) einer apsidalen Störung auf das 
Spektrum. — § 4 — 5. Einfluß einer präzessionalen Störung. — § 6. Perio- 
dische Änderung der Bahnneig^ung. — § 7. Schwankungen der Elliptizität. — 
§ 8. Andersartige Störungen. — § 9. Erklärung der Serienspektren. — 
§ 10. Das Natriumspektrum. — § 11. Schluß. 

§ 1, Wir betrachten ein System elektrischer Teilchen 
und nehmen an, daß jedes Teilchen für sich eine Pendel- 
schwingung ausführen würde. Was die Störungen betrifit^ 
welche von den übrigbleibenden Teilchen herrühren, so wird 
weiter angenommen, daß die reelle Bahn als die Übereinander- 



^) Gkhen die beiden Teilchen zur Zeit t durch die Punkte (0, 0, 0) 
und (r, 0, 0) , und sind ihre Geschwindigkeiten einander gleich und der 
^Achse parallel, so hat man in (5) 

a? = , x' = r , 

r^r'. o' = ,? = ^ = o 

ZU setzen; dann wird 



und in der Luft 



X=A^^f^, 



X=A^f^4 



Die elektrodynamische Anziehungskraft hält also der Coulomb- 
sehen Abstoßung das Gleichgewicht, wenn die Bahngeschwindigkeit der 
Teilchen der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen 
gleich wird. 
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lagenmg von elliptischen PartialschwiDgungen zu betrachten 
ist; dabei soll jede Partialbahn den störenden Wirkungen unter- 
worfen sein, welche uns aus Mond- und Planetenbewegungen 
gut bekannt worden sind. 

Es wird also jede Partiale folgende Störungen erleiden: 

1. eine (apsidale) Bewegung in der Bahnebene; 

2. eine (präzessionale) Verrückung der Knotenlinie, d. h. der 
geraden Linie, nach welcher die Bahnebene die unver- 
änderliche Ebene schneidet; 

3. eine periodische Änderung der Bahnneigung; 

4. eine periodische Änderung der Elliptizität 

§ 2. Nach der sechzehnten Vorlesung (§ 5) darf man für 
jede (ungestörte) Partialschwingung 

or = Oj sin (n * + 0-^) , 

z = 
setzen. 

Werden nun die Achsen x und y, in ihrer eigenen Ebene, 

um den Winkel (o gedreht, so hat man statt x und y 

X cos (o — y sin w , 
bzw. 

X sin (o + y cos ö) 

zu schreiben. Damit wird aber die Bahngleichung zu 

a\ a\ sin^ [0-^ — &^) = a] {x cos a> — y sin a>)' 

— 2 flj flj cos {d-^ — &^) [x cos CO — y sin ca) (x sin g> + y cos a>) 

+ a\ {x sin cö + y cos (of . 
Der Koeffizient von xy nimmt also die Form an 
aj sin 2 cö — a J sin 2 w — 2 Oj flg cos (tS-j — i^-^) cos 2 a> ; 

die neu eingeführten Koordinatenachsen stimmen hiemach mit 
den Bahnachsen überein, wenn 

aj sin 2 ö> — a, sin 2 ö) — 2 flj a^ cos {&^ — &^) cos 2 « = , 
d.h. 

. o 2 a, o, cos (v^i — ^t) 

ist. Werden daher die Achsen der Ellipse zu Koordinaten- 
achsen gewählt, so muß 

14* 



{; : 
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sein. Damit erhält man 

X = a^cos{nt + iV-j) , 

y = a,sin(n^+t9-j), 
und bei passender Wahl des Zeitnullpunktes 

ar = Oj cos n t , 

y = a^sinn^, 

welche Gleichungen wir, der Einfachheit halber in der Form 

= acosn^, 

Asinn^ 
schreiben wollen. 

Wäre die betrachtete Partialschwingung allein vorhanden, 

so würde man als Maß der Bewegungsenergie 

a» + Ä* 

betrachten dürfen; das ausgestrahlte Spektrum enthält dabei 
eine einzige Linie, mit der Schwingungszahl 

§ 3. Jetzt fragen wir uns, wie dies einfache Spektrum 
durch die apsidale Bewegung der Bahn in ihrer eigenen Ebene 
beeinflußt wird. 

Um die Frage zu behandeln, ziehen wir zwei Koordinaten- 
achsen (OZund ¥) durch den Mittelpunkt der Ellipse, setzen 

XOx= YOy^xCt, 

und betrachten X und Y als unbeweglich. Die elliptische 
Bahn wird sich, der apsidalen Bewegung folgend, j'-mal in 
einer Sekunde um ihren Mittelpunkt drehen. 

Die Koordinaten X und Y des schwingenden Teilchens 
nach den neuen festen Achsen sind nun 

X= acosn^cosn'f — ^ sinn ^ sinn' ^, 
Y = a cos n ^ sin n' ^ + Ä sin n ^ cos n' ^, 
oder, was dasselbe bedeutet 

Z = -^±A cos(n + nV + -^^cos(n - nV, 
(2) { 

Y = — ^A sin (n + nV - -""-^sinln - nV; 
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anders gesagt, wird 



mit 



(3 a) 



(3b) 



^i=+ ^-^ cos [n + xCjty 
r, =+^±A8in(n + nV, 
Xj = + -?-^co8(n - nVi 
7j =- -^^— 8in(n-nV- 



2 

Bieraus schließen wir, daß eine elliptische Bewegung mit 
der Schwingungszahl j, einer apsidalen Störung mit der 
Schwingungszahl j' unterworfen, durch die Zusammensetzung 
von zwei Kreisbewegungen zu beschreiben ist, welche in den 
Gleichungen (3 a) und (3 b) ihre Ausdrücke finden. 

Die Kreisbewegungen finden in entgegengesetztem Sinne 
statte dabei betragen die Schwingungszahlen j + j' und j — )', 
und die Halbdurchmesser (a + i)/2 und (a — ä)/2. 

Die einzige Linie, die vorher das Spektrum bildete, spaltet 
sich jetzt zu einem Doublet und dabei stehen die Intensitäten 
der abgesonderten Strahlen im Verhältnis von (a + 6)* zu {a — ö)K 

Es ist ausdrücklich zu betonen, daß die Gleichungen (3 a) 
und (3b), unter der Annahme abgeleitet wurden, daß die 
apsidale Bewegung in demselben Sinne wie die elliptische statt- 
finde. Wäre dies nicht der Fall, so hätten wir ganz einfach 
— n' statt n' zu schreiben. 

Gehen die apsidale und die elliptische Bewegung in dem- 
selben Sinne vor sich (n' > 0), so wird die brechbarste Linie 



EI zn zc IC ZI 



c 
Fig. 58. 



[ 



im Doublet, deren Schwingungszahl j + j' ist, als die hellere 
und breitere im Vergleich mit der anderen erscheinen (Fig. 58 a). 
Erhält im Gegenteil n' das Minuszeichen, so vertauschen die 
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Linien ihre Intensitäten (Fig. 58 b). Formt sich aber zufälliger- 
weise die elliptische Bahn zu einem Kreise um^ so fallt offen- 
bar eine der Linien im Doublet von selbst aus (Fig. 58 c u. eQ. 
Wird endlich die ungestörte Partiale zu einer geradlinigen, 
so nehmen die Linien im Doublet genau dieselbe Intensität an 
(Fig. 58 4 

§ 4. Bis jetzt haben wir die Bewegungsebene als eine im 
Baume festliegende betrachtet; dies kann aber im allgemeinen 
nicht der Fall sein. Vielmehr müßten wir annehmen, daß die 
Bahnebene keine festliegende sein kann, so daß wir ihrer Be- 
wegung gegen die sogenannte unveränderliche Ebene des Systems 
Rechnung zu tragen haben. 

Dazu ziehen wir eine zur unveränderlichen Ebene senk- 
rechte Gerade, welche die unveränderliche Achse heißen soll, 
und fragen uns wie das Spektrum durch eine Drehung der 
Bahnebene um jene Achse beeinflußt wird. Der Kürze halber 
wollen wir dabei mit B die Bahn-, mit A aber die unveränder- 
liche Ebene bezeichnen. Die Gleichungen der apsidalen Be- 
wegung (3 a und 3b) schreiben wir jetzt in der Form 

Tj = + 5 sin 5^, 
J^ = + cf cos J9 1 , 



(4 a) 



(4b) 

setzen also 

[a + b)j2=^s, {a-b)l2 = rf, n + n' = S, n - n' = i>, 

und ziehen dann durch den Mittelpunkt der Bahn ein neues 
Koordinatensystem. 

Es sei die z-Achse mit der unveränderlichen Linie kon- 
gruent, und es decke sich die or- Achse mit der Geraden, in 
welcher die Ebenen A und B zur Zeit t sich schneiden; in der 
festen Ebene Ä, und zu der 0:r- Achse senkrecht, ziehen wir 
endlich die y-Achse. 

Aus diesen Festsetzungen leitet man ganz einfach, nach 
den Gleichungen (4 a) ab 

(5a) jTj = scosSt, 

(5b) ^j = ssinStcosw , 

(5c) z^ = 8 sin St sin cj, 
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WO. mit 61 der Winkel zwischen den Ebenen A und B ge- 
meint ist. 

Kommt nun die präzessionale Bewegung in Betracht, so 
hat man etwa 

3£, = jTj cos n" ^ — ^1 sin n" t , 

g)j = jTj sin n" ^ + yj cos n" t 

zu setzen, d. h. 

3£j = Ä cos 5^008 xC t — z sin S/sin n" ^cos « , 
g)j = « cos S/ sin n" / + 5 sin Ä^cos n" ^cos ß? , 

oder noch, nach leicht zu verstehenden Umformungen 
Sj = * cos S^ cos n" t f cos^ -^ + ^^^^ y) 

— Ä sin S ^ sin n' t (cos* -^ — sin* ^1 > 

= Ä cos* ^ (cos 5 ^ cos n" / — sin 5 / sin n" t) 

+ Ä sin* ~ (cos 5^ cos n" ^ + sin St sin n" t) , 

= Ä cos* ~ cos (5 + n") ' + Ä sin* ^ cos (5 — n") t , 
und ähnlich 

g)i = »co8»^8in(5 + n'V-*8m»^8in(5-n")<. 

Die Kreisbewegung (4 a] löst sich also in folgende Partialen 
auf 
(5c) Zj = Ä sin S ^sin (j , 

Gl 



(6 a) 



(6 b) 



j X; ==«co8»yC08(5 + n")<, 
I g); = *co8''|-8m(5 + n")f, 

S'; = «sm»^cos(5-n")^ 

2)'; = -.fsin*^sin(5-n")^. 



Wie leicht zu ersehen definiert (5 c) eine geradlinige Pendel- 
schwingung, welche senkrecht zur festen Ebene J, mit der 
Schwingungszahl J + j' stattfindet; durch (6a) und (6b) werden 
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dagegen zwei Kreisbewegungen dargestellt mit den Schwingongs- 
zahlen j + j' + f bzw. j + j' -j". 

Was ^e Intensitäten betrifft, so stehen sie offenbar in 
denselben Verhältnissen wie die Zahlen 

4 ** sin* ^ cos* ^ (5c) 

2««co8*^ (6a) 

2»»8m*^ (6b). 

Ist der Winkel to ein sehr kleiner, oder, was dasselbe be- 
deutet, ist die Neigung der ^-Ebene gegen A eine kaum merk- 
bare, so wird die Linie (6a] eine sehr starke, die (5c) eine 
schwache, die (6 b) eine äußerst schwache. 

In ganz ähnlicher Weise können wir die Störungen be- 
rechnen, welche die Präzession bei der Kreisbewegung hervor- 
ruft, die durch die Gleichungen (4 b) definiert ist. 

Man findet 
(7) z, = — rfsini^/sincö, 

I 3e; = (/cos«|-cos(i>-n'V, 
(8a) 

\ ?); = -rfco8*^8in(i)~n'V, 

(8b) 

\ T, = d sin« 2 

es werden also wieder drei Linien emittiert, welchen die 
Schwingungszahlen j - g' bzw. g - j' — j" und J - j' + j" 
entsprechen. 

Den neuen Linien sind natürlich die Intensitäten 



I x; = (fsin«|-cos(i> + n'V, 
\ ?);' = (fsin«f 8in(i) + n")^; 



6) Q 0) 



4«f»8iii>^cos»^ (7) 



Gl 



2(f«co3*^ (8a) 

2rf*sin*^ (8b) 

zuzuschreiben, unter welchen (bei kleiner Bahnneigung) die 
zweite groß, die erste klein, und die dritte äußerst klein sein 
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wird. Es ist hierbei zu bemerken, daß in unseren Formeln 
die Eonstante n'' dasselbe Zeichen wie n und n' erhalten hat; 
wäre dies nicht der Fall , so hätte man ganz einfach — n' 
statt n" zu setzen. Es treten daher vier verschiedene Arten 
der gestörten Bewegung hervor. 

Erstens können wir festsetzen, daß, wie es stillschweigend 
bei vorigen Rechnungen angenommen wurde, den drei Größen 
tiy n' und n'" ein und dasselbe Vorzeichen zukomme; dann 
haben die sechs sich ergebenden Linien die Intensitätsverhält- 
nisse, die wir eben berechneten. Was der Fig. 59 a entspricht 
Zweitens nehmen wir an es komme der Drehung n" das ent- 



I 



1 


• 
• 
• 


1 


• 

• 

• 



I 



I 



Fig. 59. 

gegengesetzte Vorzeichen wie den n und n' zu; dann ver- 
tanscben offenbar die Linien 



ä - j' + J 

ä - ä' - * 



8 + 3 + ä 
J + 8'-8" 

ihre Intensitäten (Fig. 59&). 

Drittens kann man die einzige apsidale Bewegung als 
rückgängig betrachten; dann ist n und n" > 0, n' < 0. Das 
Spektrum, das sich ergibt, ist aus Fig. 59 c zu ersehen. 

Finden endlich, sowohl die apsidale als die präzessionale 
Störung in entgegengesetzter Richtung wie die elliptische Be- 
wegung statt, so wechseln o£fenbar in Fig. 59 c die Linien 



i-i-i 
i - ä' + 8 



8 + 8'-ä" 

8 + J' + 8" 

ihre Intensitäten (Fig. 59 c/). 

Die Figuren stellen selbstverständlich den Vorgang unter 
der Annahme dar, daß die apsidale und präzessionale Störung 
klein gegen die elliptische Bewegung sind. In dem betrachteten 
Falle liegt der Satellit (d. h. die schwächste Linie) in jedem 
Triplet auf der entgegensetzten Seite wie die Hauptlinie, und 
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die Hauptlinien selbst werden durch die präzessionale Stönmg 
in umgekehrten Richtungen verrückt 

Wäre dagegen die apsidale Bewegung eine sehr rasche, 
so müßte man eine langsame Bahnbewegung annehmen , um 
die Entstehung von Linienpaaren erklären zu können. Das 
ist allerdings recht unwahrscheinlich, und darauf soll auch 
nicht eingegangen werden; wir begnügen uns zu bemerken, daß 
unter solchen Umständen die Satelliten in jedem Triplet auf 
derselben Seite wie die Hauptlinien liegen würden, und daß 
die Hauptlinien durch Präzession nach einer gemeinsamen 
Richtung verschoben würden. 

§ 5. Findet eine elliptische Partialbewegung unter rein 
präzessionalen Störungen statt, so bleiben offenbar von den 
sechs Linien 

8 + ä' ä - 8' 

ä + ä' + ä" ä-8'-ä" 

ä + ä'-ä" i-8' + ä" 

nur drei, nämlich j, J + ä" ^^^ i — i'\ übrig. Die ürlinie 
bat sich also zu einem Triplet aufgelöst, in welchem die 
Schwingungsdifferenz vom ersten zum zweiten, und vom zweiten 
zum dritten Glied dieselbe ist. 

§ 6, Nach dem Plane unserer Untersuchung (diese VorL 
§ 1) haben wir jetzt zu erforschen, wie eine periodische 
Änderung der Bahnneigang auf das ermittelte Spektrum ein- 
wirken muß. 

Dazu setzen wir, etwa in die Formeln (5 c), (6 a) u. (6 b) 
für <o 

ff + hsinr] t] 

dann wird, um ein besonderes Beispiel zu betrachten 

2j = 5 sin Ä^sin {ff + h sin j] t). 

Wir wollen jetzt mit ß den Wert bezeichnen den fjt für 
t = T erhält; dann bekommt man für die nächstfolgenden Zeiten 

sinj] t = sin/S + cosß ,dfjt, 

= sin/9 + T] cos ß , dt , 

= sin /3 + t; cos ß .{t — t), 

= sin /9 — 7/ T cos ß + rj cos ß .t: 



Stonejs Erklfimng der Doablet- und Serienspektreu. 219 

also: 

Zj = «8in6^/sin(^ + Asin/? — hrjrcosß + hrjcosß.f), 
==*8iii5/8in(/ii7C08/?.^+ i?-), 

(9a) =yCOs[(S-Ai7Cos/9)^-i5^]-yCos[(5 + Äi7C08/9)^+t?-]. 

Für t=T emittiert also das schwingende Teilchen zwei 
Linien mit den Schwingungszahlen 

und 

Denken wir un9 die ganze Periode 2 tt/i/ in gleiche Inter- 
valle geteilt, so werden nach der vorigen Rechnung ebensoviele 
Linienpaare im Spektrum vorkommen; kurz gesagt: es ver- 
breitert sich die Linie j + j' zu einem Streifen, dessen Grenzen 
den Schwingungszahlen 

und 

entsprechen. 

Auf ganz ähnliche Weise erhält man aus der ersten unter 
den Gleichungen (6 a) 

X' = s cos* ^ cos [S + n'V* 

o h rj cos 8 , t -h & /ci . t'\ ^ 

= äcos* — ^ — - — cos(iS + n )/, 

= y[1 + cos(A77Cos/S./+ i?-)] cos (S + n' V 

1= 4-cos(S + n'V+ ^co%[hriQO%ß.t+ i9-) cos (5 + n' V > 

= y co8(5 + n")/ + y cos[(5 + n" + hfjcosß)t + &] 

+ ^ cos [{8 + n" - A 17 cos /S) f - i9-] , 

woraus dieselben Folgerungen wie vorher abzuleiten sind. Durch 
die Schwankung der Bahnneigung wird also jede Linie ein 
wenig verbreitert 
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§ 7. Schwankungen der Elliptizität können wir zweierlei 
betrachten; die eine 3törang läßt die Bahn um die Form einer 
geraden Linie schwingen, die andere um die eines Kreises. 

Der Vorgang erster Art kommt zur Darstellung, indem 
in die Gleichungen (1) für a und b^ r cos « t bezw. r sin e / ein- 
geführt wird. 

Damit erhält man 



d. h. 



a: = r cos 6 1 cos n t , 
y s= r sin ersinn/, 

X = Y[cos(n — fi)f + cos(n + «)/], 

y = Y [cos (n — 6) ^ •- cos (n + «) ; 

diese Gleichungen stellen aber zwei geradlinige aufeinander 
senkrechte Pendelbewegungen dar mit den Schwingungszahlen 

und 

Die einzige Linie, die früher das Spektrum bildete, hat 
sich also zu einem Doublet aufgelöst, welches zwei Linien von 
gleicher Litensität enthält. 

Soll nun die Ellipse durch die Form eines Kreises hin- 
durchgeben, so haben wir für a und i, r + (>cos€^ und 
r — (> sin € ^ zu setzen, wodurch 

ar = (r + p cos 6 1) cos n ^, 

y = (r — (> sin 6 ^) sin n ty 

oder noch 

ar = r cos n ^ + -|^ [cos (n — e) ^ + cos (n + c) ^] , 

y = r sin n ^ — v [cos (n — «) ^ •- cos (n + «) f\ 

erhalten wird. Der früheren Linie gesellen sich hier rechts 
und links zwei Satelliten bei, mit den Schwingungszahlen: 

und 

8 
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§ 8. Eine weitere Art der Störungen kann wohl in einer 
regelmäßigen Folge von Ausdehnungen und Zusammenziehungen 
der Bahn bestehen. Um den neuen Prozeß zu beschreiben 
setze man 

X SB aC0S€/C08n^> 

y s 6cos€/sinnt, 



also: 



a: = -^ cos (n + «) ^ + ^ cos (n — «) ^, 
y == — sin(n + ^)t+ — sin(n- %)t. 



2 



Hieraus wird aber 



mit 



*) 



X — Xj 4-^2» 



X. = —coaSt, 
b 



n 



a 



•^2 = -^^0%l)t, 



yi=ysin5/, ^ ^ lya = ysini>^ 

Ä = n + «i -D = n — 6. 

Wirkt dabei noch eine apsidale Störung mit der Schwingungs- 
zahl 2', so löst sich jede Linie, wie bekannt^ zu einem Doublet 

n 



Tj 



Fig. 60. 

(diese Vorl. § 3) auf; wir bekommen also ein Spektrum mit 
vier Linien, welche folgende Schwingungszablen bezw. Inten- 
sitäten besitzen. 

- j-«/2« + j' (a + Ä)»/8 

j + 6/2«-j' (a-*)V8 

ä-e/2«-j' (a-fc)V8; 

die Spektren die in den verschiedenen Fällen sich ergeben, 
sind in Fig. 60 dargestellt Hierzu ist zu bemerken, daß in 
Fig. 60a und 60b ist ij2n größer als j' angenommen; in 
Fig. 60c und 60d dagegen soll 6/2 tt < j' sein. 
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§ 9. Im ersten Paragraphen dieser Vorlesung ist ange- 
nommen worden, daß die wirkliche Bahn des betrachteten 
schwingenden Teilchens als die übereinanderlagening von 
elliptischen Partialschwingungen zu betrachten ist. Jetzt soll 
aber bewiesen werden, daß in der betreffenden Annahme keine 
etwaige Einschränkung des Bewegungsprozesses steckt. 

Dabei betrachten wir, um den Beweis zu ftihren, eine ebene 
Bewegung, was indessen, wie leicht zu ersehen, kein prinzi- 
pielles Hindernis bietet. 

Es sei also 

gegeben; nach dem Fouri er' sehen Lehrsatz darf man 
X = Aq-\- Ay^ COS n^t + A^ cos n^ ^ + . . . 
+ -ffj sin Hj ^ + -ffg sin Hg ^ + . . . , 

y ^ Cq + C^ cos Hl / + Cg cos Ha ^ 4- . . . 
+ i)j sin Uj ^ + -Z>2 sin Hg / 4- . . . 

schreiben. Nun läßt sich zeigen, daß die vier Glieder, welche 

einer und derselben Vertikalreihe angehören, eine elliptische 

Schwingung darstellen. 

Man setze nämlich, bei Vernachlässigung der numerischen 

Kennzeichen 

X = Ac^oBXit + ^sinn^, 

y = C cos n ^ + i> sin n ^ 

und vergleiche diese Formeln mit den Gleichungen (*) (XVI. VorL 
§ 5); der angegebene Satz wird ohne weiteres folgen. 

§ 10. Stoneys Theorie gestattet nun, etwa für das 
Natriumatom ein gut bestimmtes Modell zu entwerfen« Wir 
dürfen z. B. annehmen, es gebe in jenem System dreierlei 
schwingende Teilchen; die Teilchen der ersten Art würden 
dabei die Hauptserie ausstrahlen (I. Vorl. § 3), die der zweiten 
und dritten Art die erste bzw. die zweite Nebenserie emittieren« 
Über die Bewegungen, welche die Teilchen ausführen, dürfen 
wir folgendes feststellen: 

1. Zweite Nebenserie. Da die Doublets keine Satelliten 
zeigen, muß die Schwingung eine ebene sein; dabei dreht 
sich die Bahn in ihrer Ebene, ohne Veränderungen der 



X 
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Form zu erleiden, woraus die Gleichheit der Schwingungs- 
differenzen fttr jedes Doublet folgt. Die elliptischen Par- 
tialen müssen übrigens alle nach demselben Sinn erfolgen, 
während die apsidale Bewegung das Minuszeichen erhält, 
dies ist auch der Grund, weshalb in jedem Paare die 
brechbarste Linie als schwächer erscheint 

2. Erste Nebenserie. Die Bewegung hat mit der vorigen 
eine große Ähnlichkeit; jedoch deutet die Tatsache, daß 
die Linien verbreitert erscheinen, darauf hin, daß die 
Drehungsgeschwindigkeit der Bahn wahrscheinlich keine 
streng konstante ist. 

3. Hauptserie. In der Hauptserie kommen einzelne Linien 
vor; es ist das ein Beweis dafiir, daß manche Partialen 
reine EreisschwinguDgen sind. Für die elliptischen Par- 
tialen finden nun Bahnbewegung und apsidale Störung in 
derselben Bichtung statt; deswegen ist auch in jedem 
Doublet die brechbarste Linie stärker als ihre Nachbarin. 
Wir können sogar etwas Näheres angeben über die Partiale, 

welche den .D-Linien entspricht. Die Intensitäten dieser Linien 
stehen nämlich erfahrungsgemäß im Verhältnis etwa wie 3 zu 2 



Fig. 61. 

oder 4 zu 3, sagen wir wie 36 zu 25 oder 49 zu 36 ; nach dem 
dritten Paragraphen dieser Vorlesung ist aber das theoretische 
Verhältnis {a + J)* zu (a — b)^. Setzt man daher 

{a + bYI[a - *)* = 36/25 , 



bzw. 
80 wird 



(a + bfl[a - bf = 49/36 , 



b = — — a , bzw. b = -— - a . 



Diese Werte bestimmen nun die Eklipsen, welche in Fig. 61 
dargestellt wurden. 
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Nach dem angegebenen Paragraphen sind übrigens die 
Schwingungszahlen durch 

j + j', bzw. j-j' 

zu berechnen; beachtet man jetzt, daß die Wellenlängen für 
das betrachtete Paar (I. Vorl. § 3) 

5890,19. 10-8 bz^, 5896,16 • 10-8 
sind, so ergibt sich sogleich 

5890,19 • 10""* "" ä "T" ä » 



8 . 10|^ 

. 10-8 "" ä i 



also: 



5896,16 • 10" 






11786,85 



und daher 



Ö 5896,16 X 5890,19 ' 

2V = 3.10" h^ , 

^ 5896,16 X 5890,19 ' 

il = -ML^ = _L_ 
5 11786,85 1974 * 



Es beschreibt also das elektrische Teilchen 1974 mal 
seine Bahn, bevor diese letzte eine ganze Drehung erlitten hat. 

§ 11. Die Theorie von Stoney hat wohl etwas Ver- 
führerisches, aber dennoch müssen wir ausdrücklich bemerken, 
daß hierbei Störungen berechnet wurden, über die wir gar 
nichts wissen. Es muß dahingestellt bleiben, ob wirklich bei 
elektrischen Teilchensystemen derartige Wirkungen zum Vor- 
schein kommen können. Wie wir aber sehen werden, treten 
in zusammengesetzten Oebilden störende Kräfte auf, welche 
mit den Stoney sehen eine gewisse Ähnlichkeit zeigen (man 
vergleiche hierzu die XX. Vorl.); es besitzt übrigens die Theorie 
einen eigenartigen Eeiz, der sie mit Recht als beachtungs- 
würdig erscheinen läßt 

Diese Theorie dürfen wir nämlich als eine kinematische 
Beschreibung des elektrostatischen Bildes betrachten ; erst durch 
die bahnbrechenden Arbeiten von Larmor und J. J. Thomson 
hat nachher das Modell seine dynamische Begründung erhalten. 
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J. J. Thomsons Modell der materiellen Atome. 

§ 1—5. Allgemeine Schwing^DgsgleichuD^n für ein kompliziertes Teilchen- 
system. — § 6. Ein System mit zwei beweglichen Teilchen. — § 7. System 
mit drei Teilchen. — § 8. System mit vier Teilchen. — § 9. System mit 

fünf Teilchen. 

§ !• Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, wie 
das Spektrum, das ein schwingendes Teilchen emittiert^ durch 
gewisse Störungen beeinflußt werden kann. 

Um eine vollständige Theorie der Spektralanalyse auf- 
zubauen, hätten wir jetzt, wie bemerkt, Modelle für die Atome 
der ponderablen Materie anzugeben und, wenn möglich, eine 
solche Struktur zu finden, nach welcher eben jene Störungen 
zustande kommen können. 

Leider ist diese Aufgabe eine äußerst schwierige, und hat 
bis jetzt keine genügende Lösung gefunden; neuerdings führte 
aber J. J. Thomson eine recht interessante Untersuchung 
durch, welche hauptsächlich durch die Besultate, die sie für 
die Stabilität von Teilchensystemen lieferte, als ganz besonders 
beachtungswürdig erscheint. 

Thomsons Modell der materiellen Atome bildet gewisser- 
maßen eine Verallgemeinerung des Systems, welches in der 
sechzehnten Vorlesung studiert wurde (XVI. Vorl. § 5); denn 
er denkt sich eine Anzahl von negativen Teilchen, welche in 
einer Ebene liegen und die dabei von einer gleichmäßig positiv 
elektrisierten Kugel umhüllt werden. 

Wir setzen, um das System zu berechnen, voraus, daß 
die Ebene der negativen Teilchen durch den Kugelmittelpunkt 
geht, und bezeichnen mit r^ den Abstand vom Zentrum, mit 
6^ die Winkelkoordinate des p-ien Teilchens, mit r^,^ endlich 
den Abstand zwischen dem />-ten und dem s-ten Teilchen. 

Dann ist für das System der negativen Ladungen 






^p 



j 
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also: 

^ U _, _ 1 'S"* ^^ 

ö rp ^ -^ r^« sin | {flp - ÖJ 

Die äußere Kraft, d. h. die Kraft, welche von der positiven 
Elektrizität herrührt, ist dahei (XVL Vorl. § 5) 

wir bekommen daher als Gleichgewichtsbedingang 

1 "^ ?? Q ^ P 

^^ flmi(Öp- Ö.) ^ 6« 

Wir nehmen jetzt an, daß die negativen Teilchen auf 
einer Kreislinie regelmäßig verteilt liegen, deren Mittelpunkt 
mit dem Mittelpunkt der Kugel zusammenfällt, und setzen noch 

% = «^ 9'p = y» Q = «'9', 
dann wird 

wo 

6 = cosec h cosec — - + . . . + cosec — — , 

und n die Zahl der negativen Teilchen bedeutet Man findet 
leicht 

^^ = 1 , S^ = 2,3094, S^ = 3,8284, S^ = 5,5056, 

. ^; = 7,3094, 

je nachdem n = 1 bzw. 2, 3, 4, 5 oder 6 ist. 

Ist V = n, d. h. gleicht die positive Ladung der Kugel der 
Summe der Ladungen der negativen Teilchen, so erhält man 

n ajb 

2 0,5 

3 0,5773 

4 0,6208 

5 0,6505 

6 0,6726. 

Dreht sich nun der Teilchenring in seiner fibene um 
seinen Mittelpunkt herum mit einer Winkelgeschwindigkeit ö>, 
so wird 

BT .2 
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und daher 

Behalten wir die oberen Bezeichnungen bei, und setzen 
noch 

so wird endlich als Bewegungsgleichung 



.o 



oder 

b'' q^ ^ 4 

§ 3. Um einen komplizierteren Vorgang zu studieren, 
nehmen wir jetzt an, daß die negatiyen Teilchen aus ihren 
Gleichgewichtslagen ein wenig Terschoben werden, so daß sie 
um diese in Schwingungen geraten. 

Die gegenwärtige Lage von jedem Teilchen soll durch die 
Polarkoordinaten r^ und ö^, und durch den senkrechten Ab- 
stand von der Ebene der ungestörten Bewegung, z^, bestimmt 
werden. Wir setzen 

und nehmen an, es seien die ^, (p und z sehr kleine Größen. 
Man hat wie vorher 



9^ NT« NT« ^ 



^,/> 






q 



= V2'S 



und dabei 

um die Lagrangeschen Gleichungen der Bewegung bilden 
zu können, müssen wir also folgende Ausdrücke berechnen 

d dT dT d BT d BT dU dU du 

u. 



dtdf/ dr/ dtdÖp' dtdi/ dr/ 6^ ' d x^ 

Der Reihe nach findet man, durch leicht zu verstehende 
Umformungen 



15 



r,* 
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d dT 
dt df-p P^ 

d dT 



■57T^; = ^''^^^+^"'VA' 



dT 
Bvp 

d dT 



=^mr„äi, 



p^'p 



dt dx. ^""'^v^ 






2 'S-! a + Qp — {a-\- Q,)[coB2ti/ — 8in2y .(y> — <pp)1 



q^ >« 



-9*2' 



a{\ — C082^) + Qp — Q,C0B2rp + a8m2^.(go, — q)p) 



[2a*{l-coB2y/)+2a{Qp'\-Q,)-2a(Qp + Q,)coa2tp-h2a*Bm2p.{q),-q^p)\i ' 

-[2^F(rz^^[«(l-co82v)+9,-(>.co82v+fl8m2v'.(q6,-<jr;] 

I , __ 3 2 o(gp + g,)--2o(gp + ^J co82y+ 2a'^Bin2tp.iq),-ffp) 
' [ 2" 2a*( 



'(1— C082^) 

?'2'-8^8i^[2a8in> + ()^-(>,cos2i/;+a9m2i/;.(()p,- 

^ _ 3 2a(gp+ ^,)8in^v/ + a*8in2y.(<p,-yp ) 
* 2a'8m*v 

-i«8in2t/;.(qp,-9P^)], 



= -7^S 



4a'sinv^ 



a i^^ 28in>j a ("^ "^ 28in>j 






2'sr^ a*8in2t^ + a(Qp + ^,)8in2^ + a'co8 2^.(<p,— qpp) 

^ -^* \2a* ( l^cos2vÖ + 2a (^p + ^.) - 2 a (^p + ^,) cos 2^ +¥ä* sin 2 tp. (g), - gf)p)lf ' 

9'2*[2^^(ris2v/)]|^'''^'''^'''+''(^^"*"^'^^'^ 

I __ 3 2a(gp + g,)(l-C08 2y) + 2a*sin2y/.(y^~yp) 1 
■^ 2a«(l-cos2v/) J' 



du 



-92^* *'"'"' 



Sa* sin*!// * 



TT 



mit t/^ = (;? - 5) — 
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Der Kürze halber setzen wir 



7- = - (£'5.-c,^'-2'?p+«^.- «2'9'p+'A) . 



dU 
d 






mit 



«0 = 



A' = 



sin 



Sa' 



n 
n 



+ 



. 271 

sin 

n 



+ ...+ 



. (n-l)7j ' 
sin 



n 



+ 



n . 2 71 

sin — sm 

n n 



+ ...+ 



• s ^ 

8m' — 
n 



+ 



8in' 



271 

n 



. («-l)rr 
8m -- - - 
n 



+ ...+ 



. g (n - 1) 71 



n 



^' - 8a' 



sin 



cos 



^. = ^ 



»71 

n 

»71 

n 



+ 



1 



am' 



»71 

n 



sin* 



»71 

n 



C = 



40« 



■ 


71 


cos 






n 


sin* 


71 






n 



^H^+iO 



271 

COS , « «V 

n / j. 27T , , . 27r\ , 

sin' — ^ ' 

n 



C. = 



D = 



7>. = 



?* 


»71 

COS — 

n 


4 a« 


. , »71 

sm* 

n 


q' 


1 1 


8 a» 


sm" — 
\ n 


7* 


1 


80' 


. g »71 

sm' 



+ 



Bin' 



271 

n 



+ ...+ 



sm' 



Jn-Dn I' 



n 



n 
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Es bleibt noch übrig, die äußeren Kräfte zu bestimmen, 
d. h. die Kräfte, welche von den positiven Massen herrühren ; 
diese sind aber, wie leicht zu sehen 

für die Koordinate r^ ~^ , 



und für die Koordinate z. 



vq^Xj, , 



p fc» ' 

die Bewegungsgleichungen werden also zu 

(2) m ir-(K+^ rjjj + |^ = , 
\ j ^ p p * P P P' d 6p 

fo\ ...du ^Q'^p 

(3) »«S+ä7,=---6i-^- 

§ 3. Diese Gleichungen haben wir jetzt zu entwickeln, 
wobei wir, wie es bereits in der vorigen Rechnung geschehen, 
die Glieder höherer Ordnung vernachlässigen wollen. Es wird 
aus (1) 

^ [(^- (a + 9p){^^ + 2 ^ ^^)] + ^^ = - ^(a + p^), 
d.h. 

o • • • 2 . ö ^ vq^ a ^q^ Qp X • 2 ^ 

oder, nach Gleichung (*) 

(4) m'Q^-2ma(bqp^+^- = Qp[^ri(b^ ^-^^^- ^J^. 
Aus Gleichung (2) erhält man 

^ p P ^ P P' rp d Oj, 

und der Reihe nach 

^ p p ' P p' a d 6p 

1 ei TT 

m [(« + P^ ^, + 2 «p (w + y „)] + -^00;"=^' 

(5) TW a y^ + w (>^y^ + 2 m w o^ + 2 TW p^qp^ + - yg- = 0. 
Aus (3) wird endlich 

(6) ^S = - -y» -ä^' 
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§ 4. Die Gleichungen (4), (5) und (6) könnte man nun 
nach der üblichen Methode integrieren, es empfiehlt sich aber, 
einem besonderem Rechnungsverfahren zu folgen, das von 
J. J. Thomson angegeben wurde. 

Wir nehmen an es variieren q, qp und r wie «»"', dann 
wird aus (4) 

— 2iw a « 2 n qPp + a -ßj qPp + 1 + a -ß, qPp + 2 + . • . = 0, 
oder, wenn man für p, der Reihe nach, 1-2 ... w einsetzt, 

'-2ma(üin(pi+aß^(p^ + aB^(p^+ ... = 0, 
'-2mad)in(p2 + ^^iV3 + ^^2Vi'^ ... =0, 



(A) 



{A-'mn^o^ + A^Q^ + A2O2+ . . . 

''2mad)in<p^ + aB^(p^+aB2(p2+ ... = 0. 
Auf ähnliche Weise erhält man aus (5) 

m(otXi n. x>« r • • • 

a * a ■ a 

and hiernach 



. = 0, 



(B) 



a * a " a 

+ (C- mn*)()Pi - q yj - q qpj - 

2 iw w I n ^•- - Ä, ^ - Ä, ^ - . . . 

a * a * a 

+ (C - m n^) ^2 - Cj (3P3 - Cj qp^ - 



. . = 0, 



. . = 0, 



2mfii in ^ - Ä ^^ - ^, ^ - . . . 

Ist nun tt? eine Wurzel der Gleichung x*= 1, d. h. ist w 
eine von den n-ten Wurzeln der Einheit, so genügt man 
offenbar den Gleichungen (A] indem man 
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setzt, wenn nur 

+9^1 fl(— 2m6>iii+ ir^j +ic*^j + . . . + ic»-*^,.i) = 
ist 

Durch dieselben Werte wird auch den Gleichungen (^ 
Genüge geleistet, wenn 

Hieraus folgt nun, durch Elimination von q^ und q^^ 

[ A — mn^ + w Ä^ + ... —2md}ni + tDB^ + ... 
, 2mct>ni — tr^j — ... C— win* — tcCj — ••. 

also: 

(v4 — m n* + IC ^ + . . .) (C— m n* — tr Cj — . . .) 
^ ^ =-(-2m6>ni + ir^j + ...)«, 

welche Gleichung zur Bestimmung von n, d. h. der Eügen- 
perioden des Systems, dienen kann. 
Es ist nun 

2h7i , . . 2hn 

w = cos 1- 1 sm , 

n n 

wo h eine ganze Zahl, zwischen und n — 1 bedeutet 
Nach Einsetzung dieses Wertes wird aber 



n 



271 

cos — 



, ^ Ahn n ( . 2n , 1 . 2n\ 

+ cos ^— cotg - + -s-tg — I 



8in 
n 



+ ... 

= N • 
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2hn / 1 . 1 
COS l 1 



n \ . n 
Bin 
n 



sm' — 
n 



+ COS 



Ahn 



1 1 



+ ... 



n 


. 271 

8in 


sin' — 
n 


> 







= 4; 



271 



tr^i + Mj2^2+ ... = 



71 

cos — , cos — 

^ • Sin h sin —^ ^— - + . . . L 



8 a« 



sin' — 
n 



n 



sin* 



271 

n 



= iy|f; 



2 



wodurch Gleichung (9) sich zu 

umformt, oder, wie leicht zu ersehen, zu 

(10) (lll- So + X, - io - >n n») (^o _ iV, - m n») = (>4 - 2»««in)«. 

Dem A hat man nun in dieser Gleichung die Werte von 
bis n — 1 zu erteilen; man sieht aber gleich, daß, wenn 
n — Ä für A geschrieben wird, die für n sich ergebenden Werte 
nur durch das Vorzeichen zu unterscheiden sind. Wir dürfen 
also ganz einfach für h die Werte von bis (n— l)/2, wenn n 
eine ungerade Zahl, und die Werte von bis 7z/2 wenn n eine 
gerade Zahl ist, einsetzen. 

Ist n eine ungerade Zahl, so hat man also (n + l)/2 
Gleichungen (10) aufzulösen; für A = ist aber Jlf^ = 0, womit 
die Gleichung zu einer quadratischen wird. Man hat daher 
im ganzen 

4J^-2 = 2n 
Wurzeln. 

Ist n aber eine gerade Zahl, so hat man n/2 + 1 
Gleichungen (10) zu betrachten; für ä = und A = n/2 werden 
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die Gleichungen zu quadratischen. Somit reduzieren sich 
wieder die Wurzeln auf 



4(-J + l)_4 = 2n; 



was eben den Freiheitsgraden, die wir berücksichtigt haben, 
entspricht 

Es bleibt uns Gleichung (6) zu integrieren. Nach dem 
vorigen Verfahren wird aber 



also 






(C) 



V q* 



2 \ ^8 



^^j)^rnn^] + z^D^+z^D^ + ... = 0, 



V q* 



n 



- D - mn^] + z^ ß^ + z^ JD^ + . , . ^ . 



Wir setzen wieder 



2:3 = M? Zj , 



^8 = ^ ^2 » 



^ j ■ C€7 MTQ * • • • 



und erhalten als Bedingungsgleichung 

(11) -''^-D-mn' + wD^+ w*D^ + . . . + lo'-^Dn-i 



= 0; 



w 



oder, nach der Definition 



8 a' 



cos 



2h 



n 



n 



cos 



Bin* 



n 
n 



+ 



Ahn 
n 



sin* 



2hn 
n 



+ 



d.h. 
(12) 






Diese Gleichung liefert nun, für ä = 0, l,...n-— 1, n 
verschiedene Werte von n, welche eben den Freiheitsgraden 



J. J. Thomsons Modell der materiellen Atome. 235 

des Systems für Verrtickungen entsprechen, welche senkrecht 
zur Ebene der ungestörten Bewegung liegen. 

§ 5. Gleichungen (10) und (12) hängen nur von den vier 
Funktionen Z^, Mj^^ N^ und P^ ab; diese können aber durch 
drei Größen ausgedrückt werden. Setzt man nämlich 

ö. = >:« cos 

^ ^ n . 



. sn 

sm 

n 



rp \^^ 2hsn 1 



sm' 

n 

8n 



n-\ o 1. . _ COS 



TT ^-1 2 h s n n 

^ sin* 



n 



80 wird 

A »Sa* * "8 a' 

§ 6. Wir gehen jetzt zur Berechnung von einfachen 
Systemen. Für n = 2 erhält man 

Z^=^2q^l8a\ ^1=0, N^=^q^l8a\ F^=-q^l6aK 
Damit folgt aber aus Gleichung (10) für A = 

(— \ — m n* ] (— m n^) = 4 m^ «* n^ , 
also: 

1^ 4 wa* l^ mo'* 

und für A = 1 
also: 



J^4wa' ^^wo' 

Aus Gleichung (12) wird endlich f ür A = 



-^8 — iw n = u , 



236 Achtzehnte Vorleflong. 

also: 



und für A = 1 



»-)/-s. 



also: 



^» = 1/ — KT — . s = ^ • 

Die sechs Werte yon n, welche den sechs Freiheitsgraden 
entsprechen, die ein System von zwei Teilchen besitzt werden 
hierbei zu 

».»•i/S. 1/^-». /S^-^' /W^^'- 

Dreht sich die Kreislinie nicht am ihre Achse, ist also 
w = 0, so werden zwei Wurzeln zu Null, drei zu ^pq^/mb*, 
und die sechste zu yZvq^jmb^. 

§ 7. Enthält das System drei Teilchen, so kann man f&r 
die charakteristischen Funktionen folgende Werte herechnen 

■"« 3Vl8a" ""« "' ^0 3^^-38«»' 

C-J-r--^ U - ±- T - ^* 9* 

'~ yrs' >~ 3V3' i~V"3' »"~3i^8^' 

AT 10 _!' M _J__il p L_ 9* 

^ - 3 yt 8 «' ' 1 ~ y 3 8 a" -^1 - 3 y-ä iaß ' 

Sj = Sj , T^ — T^, U^ = — U^, Zj = L^, 

Hiemach erhalten wir aus (10) für Ä = 

(ys ^' - m n=») (- m n^ = 4 m« oi^ n* , 
also: 



für A = 1 

— . J' — wj n- = ,_ /- j — 2 wi w n 



2 
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also: 



n = «ü ± 1/-7- - A + '^^ = <'>+]/ 
K V 3 «« V 



ml" ' 



för Ä = 2 treten wieder dieselben Werte des n wie für A = 1 auf. 
Aus (12) wird übrigens für ä = 



also: 



und für h = 1 



also: 






— mn^ = 0, 



» = \/n7t ' 



i^ ~r »» n^ = , 

b' iAq ^« ' 



l/^a" 



n = ±(ü. 

Für A = 2 erhalten wir wieder dieselben Wurzeln wie 
für Ä = 1. 

§ 8. Die Rechnungen werden natürlich verwickelter, wenn 
die Zahl der Teilchen im Systeme zunimmt; für n = 4 und 
n = 5 stoßen wir aber gegen keine prinzipielle Schwierigkeit. 
So erhält man für ein System von vier Teilchen 



;,=2y2+i, 



»\ 



= -1, 



2;=4y2+i, 

-1, 



2i= 



9* 



1 ~ 8 o« ' 



M —2 \r-> '- 



9' 



f. 



-2^2+1, 2;=-4y2 + l, Cr, = 0, 

und hiernach, aus (10), für A = 
3 9* 



/.,=(6l/2 + 2)/^., 
^ = (4/^+1)8$' 

i,=(-6y-2+2)/;;,, 



8 a' 



A=(-4y2+i) 



8re 



8 » 



also: 



~-V(l +2V2)-mn2 (-7wn2) = 4m2f;>2j^2^ 



« = 0. n = /|^l,(l+2V2) + 4^* = |/-^^?'+«- 
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für Ä = 1 wird übrigens 

[(6y2 + 2)-/^ -mv.-^= (2V2 8^ -2müVi)\ 



also : 



. ,1/21/24-1 r?« . .0 . . l/y?* 



|/ 4 w a^ • |/ 2 }/ 2 + 1 *^ ^ 2 V^ + 1 



und für A = 2 



;«=' a>2 n^ . 



\r2 

Betrachtet man diese letzte als eine Gleichung für n^ so 
sieht man gleich, daß sie lauter positive Wurzeln haben kann ; 
für n müssen also hieraus reelle Werte sich ableiten lassen. 

In der Tat findet man 

± i/iü^"^ :^ 3 (v^ +j) j^ ., — 

y 128 w*a* 2Y2 *'*" 

Auf ähnliche Weise erhalten wir aus (12) für A = 



also: 



für Ä = 1 



also: 






n = ± w. 
Für Ä = 2 wird endlich 

also: 

4/2 + 2 4]r2 + 2"'<'" 

wird hierbei der Bedingung 
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rö^>li^-''«;> 0.325-^; 

nicht genügt, so kann das Gleichgewicht kein stabiles sein; 
dann ordnen sich die Teilchen von selbst als Ecken eines 
regelmäßigen Tetraeders an. 

§ 9. Enthält das betrachtete System statt vier fünf nega- 
tive Teilchen, so erhalten wir nach dem üblichen Verfahren 

5^ = 5,5056, T, = 12,1 732, f/, = 0, Z, = 17,6788 /J, , 

iV, = 1 8,8408 g^,, J/, = 0, P, = 12,1732g?l, 

iSj = -0,6500, T, = 1,1608, t/j = 4,8560, Z^ = 0,5108 



^1 = 2,9716-^, -1/1 = 4,8560^''-, P, = 1,1608 






8 a»' 1 ' 8 a»' i ' ^ 8 a» ' 

Ä, = -2,1030, ^3=- 7,2490, Kj = 2,1030, ^3= -9,3520 -^,, 

o a 

iV,= -12,3950 g^, Jf, = 2.1030 g^, P, = - 7,2490 /J,- . 

Mit diesen Werten sind nun die Schwingungsgleichungen 
leicht za bilden. 

Es wird aus (10), für A = 

(-J 5,5056 |^-mn2)(-mn^) = 4 
also: 



wi- w^n^, 



f&r A = 1 

(l5,8692^. - mn'J = (4,8560-/^, - 2mwn)', 
also: 

n = d,± l/l 1,0132-^,- + «=* = w ± ]/— ?* , 

l^ 8ma** y mb^ 

ti = - cü + 1/20,7252 --?^3 + oj2, 
und für ä = 2 

(^Ä - -"1 (31.24^ - «n^) = (2,10-/;. - 2 »..in)''. 

Von dieser Gleichung kann man wiederum beweisen, daB 
sie lauter reelle Wurzeln hat 



■•4< 
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Es bleibt uns, die Bewegungen senkrecht zur Ebene der 
angestörten Bewegung zu betrachten. ' Wir leiten ans (12) 
fiir Ä == 

also: 



n = |/-:-'A 



mb* 

ab. 

Für Ä = 1 wird dann 



also: 

und für A = 2 



d.h. 



md)^ — mxi' = . 



n = (o. 



^ - 19,42^4 -«„« = 0. 



19,42 ., , »o' 19,42 rg' _• a 



oder noch 



19,42 ., 8,42 pq* -2 n 



Hiemach ist das Gebilde ein stabiles, wenn nur 

,i» > 8.« JL?; > 0.433 ^ . 

Das Resultat unserer Untersuchung dürfen wir demnach 
so aussprecheu, daß wir sagen: Während ein System von zwei 
oder drei Teilchen immer bestehen kann, erfordert ein System 
von vier oder fünf Teilchen dazu eine ganz bestimmte Drehungs- 
geschwiudigkeit. Fällt nämlich jene Geschwindigkeit unter eine 
gewisse Grenze, so geht das System sofort in Trümmer. 

Neunzehnte Vorlesung. 

Stabilitätsfragen. — Das periodisclie System der Elemente. 

§ 1. Ein System mit sechs Teilchen; Wiederherstellung der Stabilität. — 
§ 2 — 3. Komplizierte Systeme. — § 4 — 5. Das periodische System der 

Elemente. 

§ 1. Wie wir gesehen hahen, kann ein System von vier 
oder fünf negativen Teilchen doch ein stabiles sein, wenn nnr 
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die Drehung8geschwi|idigkeit genügend groß ist. Wird dagegen 
die Teilchenzahl sechs, so kann das System keinesfalls seine 
Struktur behalten. 

Die Rechnung ist hier ganz wie vorher auszuführen; wir 
finden 



^. = (-^^-w)A- 



^ 


= (22 + 


^0 


= (29 + 


M, 


= 0, 



20 \ q^ 
1/3 /8a* ' 



31/ 



^ l 3V3/ «•• 

und daher, aus Gleichung (10) (XVIII. VorL § 4), für A = 3 

d. h. * 

Es ist nun zu bemerken, daß 14 — Sj/S eine positive 
Größe ist; die Gleichung liefert also für n^ eine negative 
Wurzel, und für n imaginäre Werte. 

Demnach kann, wie gesagt^ das System nicht mehr ein 
stabiles sein. Wir können aber die Stabilität wieder erhalten 
wenn wir etwa v negative Teilchen im Mittelpunkte der positiven 
Kugel uns angebracht denken. Denn dadurch wird eine äußere 
Kraft hervorgerufen, welche auf jede Koordinate r^ wirkt, und 
die Größe 

hat. Bei Einführung dieser neuen Kraft wird die Schwingungs- 
gleichung (10) (XVIII. VorL § 4) zu 

woraus in unserem Falle, für i^' = 1 und ä = 3 

GarbasBO, Spektroskopie. 16 



2 

7 
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sich ableiten läßt. Offenbar sind die jetzt für n^ sich ergebenden 
Wurzeln positiv, n ist daher eine reelle Größe und das be- 
trachtete System ein stabiles. 

Gleichung (12) der vorigen Vorlesung (§ 4) wird jetzt, für 
Ä = 3zu ^^ ^,^, ^^ ^„2^0 

6» ■""^" Sa» ""^^ """' 
für v' = 1 erhalten wir also, als Stabilitätsbedingung 

^^ ^» " a» "" Sa» ^"' 

Es ist aber (nach der achtzehnten Vorlesung, § 1, bei Ein- 
setzung der neuen äußeren Kraft] 

also: " '"^ V^' 



nnd 



► ,' 9» 349' _„,;,2 . 9' U, * \ "9' 



= ^eü^_ ?L(l2- *) 



d.h. 



Bedingung (*) darf man also unter die Form 
setzen. Aus (**) wird aber 

9 +— ^ ^ ' 

womit (***) die Form annimmt 

4 
12 - -;= 

wcü2 > v5 J'?! 

21 6» ' 

> 0,46^3!. 



also: 



j 



St&bilitätsfn^en. — Das periodische System der Elemente. 243 

Wird jetzt das negative Teilchen^ das im Mittelpunkte 
liegt, aus seiner Ruhelage, der Ebene der ungestörten Be- 
wegung senkrecht verschoben, so erhält man, wie leicht zu 
ersehen, die Gleichung 



mz 
woraus 



^-(^■-^)- 



sich ableiten läßt n ist hiernach eine reelle Größe, wenn 






d. h. 



pq\ 24 



oder noch 






4-(^-'^^')» 



15 - J 
'^^ > — 24 ~b^' 

> 0,53 -7;- 

ist; die Grenze, die hieraus für (b'^ folgt, ist größer als die 
eben gefundene. 

§ %. Wir gehen jetzt zur Untersuchung von Eingen, 
welche mehr als sechs negative Teilchen enthalten. Es wird 
sich zeigen, daß ein negativ elektrischer Punkt, im Zentrum 
der Kugel, genügt, um die Stabilität zu sichern, wenn der 
Ring 7 oder 8 Teilchen enthält 

Nach dem vorigen Paragraphen gilt ja die Schwingungs- 
gleichung 

nun ist iV^ — J\^ eine durchaus positive Größe, und M^ eine 
kleine gegen L und K Die Gleichung wird also reelle Wurzeln 
haben, wenn 



i$S. + ^-(i.-iO>« 



16* 
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ist Den größten Wert für L^ — Z^ erhält man nun, wenn 

man ä = -^ bzw. h = ^^-^ — , je nachdem n eine gerade oder 

ungerade Zahl ist, setzt. 

Die Stabilitätsbedingung darf man also, je nach dem 
Fall, in der Form 



bzw. 









schreiben. 

Aus diesen Gleichungen können wir den kleinsten Wert 
des v\ der das System zu einem stabilen macht, ohne Schwierig- 
keit berechnen. 

Man erhält folgende Tabelle 

n 5 6 7 8 9 10 15 20 30 40 

V 1 1 1 2 3 15 39 101 232. 

Wenn v größer als Eins ist, können die inneren Teilchen 
offenbar nicht im Mittelpunkt zusammenliegen; sie werden 
sich gegenseitig abstoßen, und zwar so weit, bis die mutuelle 
Abstoßung durch die Anziehung der positiven Elektrizität aus- 
balanciert werden kann. Sind im Innern zwei Teilchen vor- 
handen, wie es f ür n = 9 der Fall ist, so werden sie einen 
Doppelpunkt bilden müssen, dessen Achse der Ebene der 
ungestörten Bewegung parallel liegt 

Für n = 10 bilden die drei inneren Teilchen die Ecken 
eines gleichseitigen Dreiecks, dessen Ebene zu der Bingebene 
parallel ist. 

Für n = 12 ist ?'' = 7; sieben Teilchen können aber, vrie 
bemerkt, keinen stabilen Ring bilden, es wird also ein Teilchen 
im Mittelpunkt isoliert bleiben. Anders gesagt, es besteht ein 
System von 19 Teilchen aus zwei Ringen, welche 12 bzw. 
G Teilchen enthalten, und einem isolierten mittleren Punkt. 
Ist also die Zahl der negativen Teilchen im System eine sehr 
große, so werden sie sich in konzentrischen Ringen anordnen, 
welche, je näher sie dem Mittelpunkte der positiven Eugel 
liegen, eine desto kleinere Anzahl von Teilchen enthalten. 
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Dabei sind die Ebenen der einzelnen Einge annäherungs- 
weise einander parallel, und zur gemeinsamen Drehungsachse 
senkrecht. Die Drehungsgeschwindigkeit kann bis Null sinken, 
wenn die Verbindungen des Systems derart sind, daß sie keine 
normale Verrückung zulassen. 

§ 3. Bis jetzt haben wir immer vorausgesetzt, daß die 
negativen Teilchen einer bestimmten Ebene sehr nahe bleiben 
müssen; wäre dies nicht der Fall^ so würde man statt einer 
Reihe von Eingen eine Reihe von Schalen als Gleichgewichts- 
figur finden. Leider werden damit die Rechnungen mühsam 
und verwickelt, so daß es sich empfiehlt, an dem vorigen 
Modelle festzuhalten; der Gang der Phänomene muß aber 
offenbar in beiden Fällen seine Hauptzüge beibehalten. 

Wir nehmen also an, es seien N Teilchen mit der (negativen) 
Ladimg q gegeben, und sie werden in eine positive Kugel, mit 
der Gesamtladung Nq, gebracht und zu Ringen angeordnet. 
Wir setzen weiter voraus, es habe jeder Ring die größte Zahl 
von Teilchen, welche mit der Stabilität des Gleichgewichts 
verträglich ist. 

Man bezeichne durch f{n) die Zahl der inneren Teilchen, 
welche einen Ring von n Teilchen zu einem stabilen machen ; 
f[n) wurde flir einige Werte des n im vorigen Paragraphen be- 
rechnet, und ist dort durch v bezeichnet Nehmen wir jetzt 
an, daß in unserem System der äußere Ring n^ Teilchen ent- 
hält; dan;n wird selbstverständlich 

(1) N-n,= f[n,) . 

Bezeichnet man noch mit n^j Wg . . . usw. die Anzahl der 
Teilchen, welche im zweiten bzw. im dritten Ringe usw. ent- 
halten sind, so bekommt man 

^ - "i - ^2 - ^'3 = /*K) » 
iV - Wj - 712 - W3 - w^ = /'(nj, 



Diese Gleichungen können wir nun durch ein graphisches 
Verfahren leicht auflösen. Wir zeichnen dazu die Kurve der 
Fig. 62, in welcher die n als Ordinaten, die f{n) aber als Ab- 
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szissen eingetragen wurden; die /(n) sind dabei aus der Tabelle 
des vorigen Paragraphen zu entnehmen. 

Ist nun, wie gesagt, ein System von JV Teilchen gegeben, 
so müssen wir auf der Abszissenachse die Strecke OP=N 
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Fig. 62. 
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abtragen; danach eine Gerade PQ, welche mit der (positiven) 
Richtung von OT einen Winkel von 135^ einschließt, ziehen 
und endlich von Q aus Q 3/ senkrecht zur /"(n)- Achse fallen 
Dann ist offenbar 

= OP-PM, 

was mit Gleichung (1) genau übereinstimmt. QM stellt also 
die Zahl n^ der Teilchen dar, welche in dem äußeren Ringe 
unseres Systems enthalten sind. Oder besser gesagt: es ist 71^ 
die größte ganze Zahl, die kleiner als QJIf ist. 

Um «2 zu finden, nehmen wir P^ = JV— w^ (wenn QM 
eine ganze Zahl ist, stimmt dabei P^ mit M überein), und 
ziehen P^ Q^, PQ parallel; dann stellt offenbar der ganze Teil 
von Qj JLTj den gesuchten Wert von n^ dar. 

Auf ähnliche Weise sind übrigens n^, n^ usw. zu bestimmen. 
Folgende Tabellen wurden nach dem eben angegebenen Ver- 
fahren berechnet. 

N 



n. 



n 



2 



w< 



w. 
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iV 


59 


60 


61 


62 


63 


64 


65 


66 


67 


«1 


20 


20 


20 


20 


20 


20 


20 


20 


20 


n. 


16 


16 


16 


17 


n 


17 


17 


17 


17 


»3 


13 


13 


13 


13 


13 


13 


14 


14 


15 


«4 


8 


8 


9 


9 


10 


10 


10 


10 


10 


n. 


2 


3 


3 


3 


3 


4 


4 


5 


5. 



59 ist der kleinste und 67 der größte Wert von N, dem 
ein äußerer Ring von 20 Teilchen entspricht. 

§ 4. Aus diesen Zahlen läßt sich nun eine sinnreiche 
Darstellung des periodischen Systems der Elemente ableiten. 

Dazu nehmen wir an, es entspreche N dem Atomgewicht 
des betrachteten Systems. 

Es ist vor allem zu bemerken, daß unsere Resultate die 
Möglichkeit geben, die verschiedenen Atome nach Familien 
zu ordnen, welchen ganz bestimmte physikalische und chemische 
Eigenschaften zukommen. Z. B. finden wir, daß dem Systeme 
von 60 Teilchen dieselben inneren Ringe, wie dem Systeme 
von 40 Teilchen entsprechen; es kommt dazu nur ein äußerer 
Ring von 20 Teilchen. 

Höhere Glieder derselben Familie sind leicht zu finden. 
• In Figur 63, die dieselbe Kurve wie Fig. 62 enthält, ziehen 
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Fig. 63. 

wir die Gerade QP^, welche gegen OP um 135® geneigt ist; 
dann stellt offenbar P^ die Zahl N der Teilchen dar, die in 
einem System enthalten sind, dem als innere Ringe die Ringe 
des Systems von OP Teilchen zukommen. Dabei ist durch 
Pj Qj die Zahl der Teilchen dargestellt, welche im äußeren 
Ringe enthalten sind. 

§ 5. Die allmähliche Variation der Eigenschaften, die in 
einer horizontalen Reihe des periodischen Systems sich zeigt, 
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findet wieder im Thomson sehen Modell eine treffliche Dar- 
stellung. 

Das System von 59 Teilchen ist das erste, welches einen 
äußeren Ring von 20 Teilchen enthält; es liegt daher, so zu 
sagen, auf der Grenze der Unstabilität Bei Einwirkung von 
äußeren Kräften wird also das betrachtete System leicht ein 
Teilchen verlieren, und damit eine positive Ladung erhalten. 
Es stellt also anscheinend dieses System ein stark elektro- 
positives Element dar. 

Die Stabilität nimmt natürlich mit der Zahl der Teilchen 
fortwährend zu, so daß das System von 60 Teilchen schon 
einen niedrigeren elektropositiven Charakter, wie das von 
59 Teilchen zeigen müßte. 

Bei höheren Gliedern der Gruppe wird die Stabilität so 
groß, daß das Atom negative Teilchen sich aneignen kann, 
und damit eine negative Ladung erhält. 

Ein plötzliches Wechseln der chemischen Eigenschaften 
muß aber eintreten, wenn wir zum System von 68 Teilchen 
gelangen. Denn dies System hat ein kaum stabiles Gleich- 
gewicht; es wird sich daher als elektropositiv wie das Atom 
von 59 Teilchen zeigen. 

Es ist aber zu bemerken, daß die Systeme von 59 bz|\r. 
von 68 Teilchen durchaus nicht geladen bleiben können; wenn 
ein Teilchen fortgegangen ist, erhalten sie ohne weiteres eine 
recht stabile Struktur, so daß die positive Ladung nicht mehr 
zunehmen wird. Es zieht sogar das System ein negatives 
Teilchen wieder an, wodurch die Teilchenzahl abermals den 
früheren Wert erhält. 

Das Element, das in der Gruppe den ausgesprochensten 
positiven Charakter dauernd zeigen muß, ist also dasjenige, 
welches 60 Teilchen enthält. Dies kann aber offenbar nicht 
mehr als ein Teilchen verlieren; anders gesagt: es handelt sich 
um ein Element, dem nur eine Valenz zukommt. 

Das System von 61 Teilchen- wird dagegen, obwohl es 
keinen so stark ausgesprochenen elektropositiven Charakter 
wie das vorige haben wird, eine doppelt so große positive 
Ladung erhalten können; ihm kommen also zwei Valenzen zu. 

Auf ähnliche Weise erkennen wir, daß das System von 
62 Teilchen drei Valenzen hat. Es entsprechen übrigens den 
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Systemen Yon 64, 65, 66 und 67 Teilchen die Valenzen 
3, 2, 1 und 0; hier ist aber der Charakter ein entschieden 
elektronegativer. 

Die natürlichen Gruppen 

He Li Be B C N F Ne 

Ne Na Mg AI Si P S Cl Arg 

werden hiermit in wunderbarer Weise dargestellt. 

Es können übrigens aus der Thomson sehen Theorie 
weitere Regelmäßigkeiten abgeleitet werden^ auf die hier leider 
nicht eingegangen werden darf. 

Zwanzigste Vorlesung. 

Entwurf einer elektrostatischen Theorie der Speictralanalyse. 

§ 1. Grundgedanken der Theorie. — § 2. Bild eines zweiatomigen Molekflls. 
— § 3—4. Doubletspektren. — § 5. Tripletspektren. — § 6. Schluß. 

§ 1. In der vierzehnten Vorlesung haben wir eine elektro- 
magnetische Theorie der Spektralanalyse entwickelt; dabei kam 
ein allgemeiner Satz zur Anwendung (der in der dreizehnten 
Vorlesung, § 1, bewiesen worden war), nach welchem ein zu- 
sammengesetztes Leitersystem ein Spektrum von so vielen Linien 
ausstrahlt, wie seine Bestandteile im ganzen auszusenden ver- 
mögen. 

Einen ähnlich lautenden Satz kann man nun als Orund« 
läge für die elektrostatische Spektraltheorie aufstellen, und 
wir brauchen dazu auch keine sehr ausgedehnten Kechnungen 
auszuführen. 

Es genügt statt eines Systemes von komplizierten Leitern 
ein System von Teilchensystemen zu betrachten und dabei an- 
zunehmen, daß die Kräfte, welche von Teilchen ausgeübt 
werden, die zu verschiedenen Partialsystemen gehören, gegen- 
über den inneren Kräften jedes Systems kaum merkbar sein 
müssen. 

Setzt man in der Tat zwei komplizierte Leiter neben- 
einander, so ruft die elektrodynamische Induktionswirkung in 
jeder Gleichung neue Glieder hervor, welche die Ableitungen 
zweiter Ordnung der Variabein nach der Zeit enthalten; 
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lassen wir dagegen zwei Teilchensysteme aufeinander wirken, 
so bedingen die Coulomb sehen Kräfte die Entstehung neuer 
Glieder^ welche ganz einfach nach den Koordinaten linear sind. 

Es ist aber zu bedenken^ wenn, wie bei optischen Fragen 
immer anzunehmen ist, die Variabein mit e^^^ proportional 
sind, daß dann die Ableitungen zweiter Ordnung mit den Koor- 
dinaten wieder proportional werden. 

Die elektromagnetische und die elektrostatische Theorie der 
Spektralanalyse müssen also zu ganz ähnlichen Resultaten fGLhren. 

Dies wollen wir jetzt durch die Betrachtung einiger 
Spezialfälle erläutern. 

§ 2. Wir betrachten als erstes Beispiel ein Paar von 
Systemen, nach der Art desjenigen, welches in der XVI. Vor- 
lesung (§ 5) berechnet wurde (Fig. 64). 

Dabei setzen wir voraus, daß in jedem Systeme die posi- 
tiven und negativen Ladungen untereinander gleich sind. Es 





^t 



Fig. 64. 

wird weiter, der Einfachheit halber, angenommen, daß die 
negativen Teilchen nur nach der Geraden 0^ 0^ Verschiebungen 
erfahren können; und z^ bzw. z^ für 0^ P^ und 0^ P^ ge- 
schrieben. 

Es soll übrigens 

0, 0. = a 
sein. ^ ^ 

Dann nehmen die Lagrangeschen Gleichungen, wie leicht 

zu ersehen, folgende Form an 

^ * (a + »,)* (a + X, — x^y ' a a ' 

und es wird der Reihe nach, durch selbstverständliche Um- 
formungen 

( mz — ^>^» j ?L?« u k^z — 

J '^^l a« - 2ax, ^ a« + 2a[x, - * J ^ '^l ^i - " > 
I ^'^^+-T^ i--^ ^ + Ä,«Z, = 0, 
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m z, — 



+ -- 



' «.(x-j^) »«[iH-^- '*»;*-) ] 



mZj + 



9i9t 



^i9« 



+ Ä,^r, =0, 



+ V^2 = ö» 



mz 



m 



^1 - -^ (^1+ -^j + ^ [i ^ J+Aj^i-U, 



2, + ?..«i(i _ 1^) _ ?L^ [i _ l^m^ 



+ A«z, = 0, 



(1) 



Hieraus erhält man nun folgende Charakteristik 



-wo der Kürze halber 



= 0, 



2gi^» = h 



gesetzt wurde. Die Schwingungsperioden sind also nach den 
Formeln 






2m^ 



ZU berechnen; oder nach leichten Umformungen 



y m (*,» + *,«) ± w (*,' - 

und daher 



*.•) 



1 + 



2A» 



(*,'-*,»)«] 






1 + 



1- 






Diese Ausdrücke sind jetzt mit denjenigen zu vergleichen, 
welche wir in der siebenten Vorlesung (§ 5) bzw. in der vier- 
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zehnten Vorlesung (§ 1) abgeleitet haben; hierdurch erhalten 
also die Versuche von Bunsen und Lockyer ein passendes 
elektrostatisches Bild (man vergleiche die I. Vorlesung, § 8). 
§ 3. Setzt man in die Gleichungen (1) 

ftm ^"" /Ca ^^ /C y 

?! = ^3 = S' ' 

betrachtet man also zwei gleiche Systeme, zu einem Atom 
verbunden, so wird 



T*,T**^2n 



= 2n 






= '■(■ ± -^^] 



Durch die Koppelung löst sich also die einzige charak- 
teristische Linie zu einem Doublet auf (man vergleiche hierüber 
Vn. Vorl. § 6 und 16, XIV. Vorl. § 9). 

§ 4. Die Einschränkung, welche im zweiten Paragraphen 
dieser Vorlesung den Verrückungen von Pj und P^ auferlegt 
wurde^ können wir übrigens fallen lassen; damit werden aber 
die Rechnungen natürlich verwickelter. 

Jetzt haben die Bewegungsgleichungen folgende Form: 

^^i +-1-^ — — + ^^tJt .— "— + ^'^1 = 0, 

„y + ^«L A + _^ Vl^iy,^ + k^y = 0, 

^^2 + -T^ — - -V^l ,^^— + Ä*^, = 0, 

mi) I g' y« ?!_ y«-»' I hi„ -0 

"»ys+o. + aax, a a' + 2a(*,-*,) o + * ya - " . 

2 3 

2 ^ a* + 2 a a;, a» + 2a(*, - «,) * 

woraus sehr leicht 
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m 



'»*. + 4^-4^^^ + *^^. = 0, 



a* a 



w a 

.9 



9* »t r vt-Vi 



. +4(i_2^1_i;[i_2(^-^il+p 

und nachher 



mz., 



z, = 0, 





+ k^x^=0, 


•^1 ' a* a 


+ Ä*y, =0, 




+ **^i=0, 


2 a* a 


+ A»x, -0, 




+ Ä'y, = 0, 


w» z, — 2 -i^ -2- 


+ k^z. = 



a' a 



sich ableiten läßt 

Nach der allgemeinen Methode ist also die Charakteristik 
in die Form zu bringen 



mß^ + P 



o' 



ij- mD'^ + k^ 















mD^+k^ 











a' 



























a 




mD^ + k^ --«' 











29' 



ml)^ + k? 



= 0, 
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oder^ was dasselbe bedeutet 

Die SchwiDgangsperioden sind jetzt auf vier gewachsen^ 



d. h.: 



g' 



k*a' 



fpmai^ 77*»*» Tll -L. 9 \ 

1 , / - i (^1 ± g^^^j . 

Eigentlich sind aber die Spektrallinien T*** und T**** doppelt 
zu rechnen. Anders gesagt, es gibt so viele Linien, als das 
System Freiheitsgrade besitzt. Dies ist der Satz, der die Grund- 
lage der elektrostatischen Spektraltheorie bilden kann; wir 
sprechen ihn aus, indem wir sagen, daß der Grad der 
Charakteristik für ein System von Teilchensystemen 
gleich ist der Summe aus den Graden der charak- 
teristischen Gleichungen, welche den Bestandteilen 
entsprechen (man vergleiche hierzu die XIII. Vorl. § 1). 

§ 5. Werden zum Beispiel drei einfache Atome zu einem 
System zusammengestellt, so können wir auch ohne Rechnungen 
voraussehen, daß das Spektrum 9 Linien enthalten muß. Sind 
die Atome untereinander gleich, so löst sich jede Linie zu 
einem Triplet auf, werden die Freiheitsgrade vermindert, und, 
z. B. die Verschiebungen nur nach einer bestimmten Richtung 






Fig. 65. 

zugelassen, so reduziert sich das ganze Spektrum zu einem 
einzigen Triplet 

Für diesen einfachen Fall wollen wir auch die Rechnung 
ausführen. 

Man setze (Fig. 65): 

und nehme an, daß die Verschiebungen nur nach OjOg möglich 
sind. Dann wird 
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mz, — 



mz^ + 



^ (a - *i)* (a + 6 - *,)« "T" (a + «, - jt^)« "^ (a + Ä + «, - *,)* 

+ k\z,^0. 



Qi Q% 



9t 98 



9i9i 



+ 






mz^ + 



9i9t 



+ vr 



9t 9t 



9i98 



9t 9s 



^ ' (a + ^ + «i)' ' (* + «b)* (a + 6 + ii, - «»)« (6 + », - »,f 
also: 

^ a 2^1 g« _2 9i 9s ^ , ra _ __ A 

'^ n ^r~ *2 ^ (a +^)s *s "^ '^i n "~ ^ » 



m^« 



6' ' a* ^1 + '^t ^ "" ^ » 



m^. — 



2 9s9i 



2 9s 9« 



" ys VI - _^r/s vt _ j. Z2 r — n 

S (« 4. ft)S ^1 — -^S - -^2 -T '«s ^S - ^ • 



Wir setzen jetzt der Kürze halber 
1 ^^ 2 ^^ 3 *^ ' 

?! =^2 =9S = y» 






und erhalten 



TW ifj — Ä Zj — - A Z3 + Ä^ Zj = , 

o 

mz^ ^ h z^ — h z^ + Ä^ Zg = 0, 
mz^ - g-Azj -.Az2 + Ä*Zg = 0, 

woraus die Charakteristik 

1 



-i* 



mJD^ + k* -k 

-h mD^ + k^ -h 



-i^ 



= 



folgt Beim Entwickeln dieser Gleichung wird aber 

und, wenn man h^ als eine kleine Größe vernachlässigen will. 



{mD' +. k*) \{mD' + k^' - '|^A* 



= 0, 
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also: 



+ p-y^ß.k = 0. 



rnJJ^ . g 



Die Eigenperioden, welche den Linien des Triplets ent- 
sprechen, sind also nach den Formeln 

/ 1/?^ ^* V « 16 / 



1/ 



«■+*-•'-;" 



ZU berechnen (man vergleiche hierüber die VII. Vorl. §§ 10 — 14 
und die XIII. VorL § 8—9). 

Auf Betrachtung komplizierter Fälle wollen wir verzichten ; 
es ist bereits einleuchtend^ daß das elektrostatische Modell der 
Spektralanalyse keine neuen Ergebnisse für den Lichtemissions- 
prozeß bieten kann. 

§ 6. Fassen wir also alles zusammen, was wir bis jetzt 
gesehen, so dürfen wir schließen, daß sowohl die elektro- 
magnetische als die elektrostatische Spektraltheorie, und sogar 
für besondere Fragen das mechanische Modell, gleiche Zu- 
lässigkeit besitzen; wohl kann das elektrostatische Bild als ein 
zweckmäßigeres erscheinen, die elektromagnetische Beschreibung 
behält aber, aus einem erkenntnistheoretischen Gesichtspunkte, 
ihre volle Gültigkeit bei und kann für Vorlesungszwecke gute 
Dienste leisten. Sie besitzt übrigens einen eigenartigen heu- 
ristischen Wert und bietet ja, für den Augenblick, die einzige 
Möglichkeit dar, den elektrischen Schwingungsprozeß künstlich 
nachzuahmen. 



jrc^ 



^ J V 



